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Von 
0. Wallach. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 9. Januar 1909. 


Ueber die Darstellung von ungesättigten cyklischen Säuren 
und Kohlenwasserstoffen mit semicyklischer Bindung. 


T.. 


Die Versuche, über welche bereits in einer Reiïhe von Mit- 
teilungen berichtet ist') und welche namentlich den Zweck ver- 
folgten, das physikalische und chemische Verhalten von cyklischen 
Kohlenwasserstoffen mit semicyklischer Bindung genauer festzu- 
stellen, haben die aus cyklischen Ketonen leicht gewinnbaren ge- 
 Htbielen Oxysäuren, bezw. deren RER 


CGR qi CO: H 


zum Ausgangspunkt genommen. 

Durch Wasserabspaltung kann man aus diesen Oxysäuren, je 
nachdem das zur Wasserbildung nôtige H-Atom aus dem Ring 
oder aus der Seitenkette genommen wird, zu den bindungsisomeren 
ungesättigten Säuren 


CH CH 
CH} NC.CHR CO:H oder (CH) C = CR.CO;H 
(Ce Cu È rs re 


gelangen. 


1) Annal. d. Chem. 314, 147; 323, 135; 348, 28; 345, 139; 347, 316; 358, 
284; 357, 49; 899, 287, 360, 26; 368, 1. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1909. Hoft 1. 1 
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Gelegentlich der bisher ausgeführten Versuche entstand bald 
die eine bald die andere Modifikation der isomeren Säuren in 
überwiegender Menge, ohne daB man deren Bildungsbedingungen 
in der Hand bhatte. Bei der Verwendung der Nopinolessigsäure 
wurde zum ersten Mal die Beobachtung gemacht!), da die Natur 
des wasserabspaltenden Agens von ganz wesentlichem Ein- 
flu8 auf die Richtung sein kann, nach welcher die Reaktion ver- 
läuft. Unter gewissen Bedingungen konnte man nämlich aus der 
Nopinolessigsäure unter gleichzeitiger Abspaltung von H20 und 
CO2 wesentlich Fenchen, unter anderen wesentlich B-Pinen 
gewinnen. 

Es wurde nun alsbald versucht, die in diesem speziellen Fall 
gemachten Erfahrungen unter Anwendung anderer Oxysäuren aus- 
zuwerten und zwar mit sehr günstigem Erfolg. 

Es zeigte sich, daf die aus den einfachsten cyklischen Ketonen 
mit Hülfe der Bromessigester-Zink-Methode aufgebauten B-Oxy- 
säuren (s. oben), bezw. f-Oxysäureester, bei der Behandlung mit 
Agenzien wie SO4KH oder P205 dazu neigen bei der Wasser- 
abspaltung die Doppelbindung hauptsächlich in den Ring zu ver- 
legen, daf aber, namentlich bei Anwendung der freien Oxysäuren 
die Tendenz hervortritt, Wasser unter Bildung einer semicykli- 
schen Bindung abzuspalten, falls man die Verbindungen mit 
Essigsäureanhydrid kocht. 

Zum Beispiel. Aus der Cyklohexanolessigsäure 


NCH—CH:/ CH CO: H 

war nach dem bis dahin angewandten Verfahren der Wasser- 
abspaltung (nämlich Behandlung des Säureesters mit SO4 KH oder 
in Benzollôsung mit P205?) und nachheriger Verseifung des ent- 
standenen ungesättigten Esters), ganz überwiegend die 41-Cyklo- 
hexenessigsäure 


CH: 


CH:—CH 
CH D CHe CO: H 
NCH—CHe 


vom Schmelzpunkt 38° erhalten worden und nur als Nebenprodukt 
(bis zu hôüchstens 5 °Jo) war gleichzeitig die schlecht isolierbare 
isomere Æ41()-Cyklohexenessigsäure 


CCE: 
« DC — CHCOH 
CH:2—CH: : 
1) Annal. 863, 1. 2) Annal. 860, 31. 
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vom Schmelzpunkt 91° entstanden'), die infolgedessen bisher s0 
schwer zugänglich war, daB sie noch wenig untersucht werden 
konnte. 

Beim Erwärmen der freien Cyklohexanolessigsäure mit Essig- 
säureanhydrid wird nun aber umgekebrt die bei 91° schmelzende 
Säure in überwiegender Menge gebildet, so daB die Säure jetzt 
leicht zu erhalten ist und man es ganz in der Hand hat, sich ent- 
weder die eine oder die andere Modifikation zu bereiten. Genau 
dieselben Verhältnisse stellten sich bei Anwendung der 1.4-Methyl- 
cyklohexanolessigsäure heraus. 

Man darf wohl annehmen, daf auch bei Anwendung der ande- 
ren wasserabspaltenden Mittel der Wasseraustritt zunächst immer 
nach dem Carboxyl hin, also semicyklisch erfolgt, daB dann aber 
die stark sauere Natur der Reagentien eine Bindungsverschiebung 
begünstigt. L 

Was die Leichtigkeit anbetrifft, mit welcher die Wasser-. 
abspaltung unter Anwendung von Essigsäureanhydrid einsetzt, so 
ist sie bei den verschiedenen Oxysäuren übrigens recht verschieden. 
Manchmal genügt ein kurzes Kochen mit dem Anhydrid, manchmal 
ist mehrstündiges Kochen erforderlich. Dabei kann unter gleich- 
zeitiger Abspaltung von H20 und COz: gelegentlich auch die Ent- 
stehung von mehr oder weniger grofen Mengen von ungesättigtem 
Kohlenwasserstoff beobachtet werden. Die günstigsten Versuchs- 
bedingungen für Entstehung der ungesättigten Säuren sind daher 
in jedem Einzelfall besonders zu ermitteln und es läft sich keine 
ganz allgemein gültige Vorschrift geben, welche zwecks Darstellung 
der ungesättigten Säuren mit semicyklischer Bindung aus den Oxy- 
säuren unter Anwendung von Essigsäureanhydrid einzuhalten ist. 

Man kann zur Wasserabspaltung natürlich auch die Ester 
der Oxysäuren mit Essigsäureanhydrid kochen, dann im Vacuum 
frationiert destillieren und die entstandenen Ester der unge- 
sättigten Säuren verseifen. Wiederholt wurde aber beobachtet, 
daB bei längerem Kochen der Oxysäureester mit Essigsäureanhydrid 
hochsiedende Verbindungen entstehen, die noch nicht näher unter- 
sucht sind, die man wohl aber als Acetylverbindungen wird an- 
sprechen dürfen. 


LE 


Schon früher habe ich an einer ganzen Reïhe von Fällen 
zeigen kônnen, daB die auf den eben erôrterten Wegen herstell- 
baren ungesättigten cyklischen Säuren, auch wenn sie die Aethylen- 


1) Annal. 353, 288. 
1* 
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bindung im Ringe tragen, dazu neigen bei der Kohlensäureabspal- 
tung in Kohlenwasserstoffe mit semicyklischer Bindung über- 
zugehen, unter der Voraussetzung, daf man die Reaktion unter 
sorgfältigem Ausschluf von Feuchtigkeit sich vollziehen läBt). 
So wurden z. B. folgende Uebergänge nachgewiesen: 


CHe—CH À CH:—CH 
He DC. (CH CO: H — CH DC CCD} 
CH, CHe—CHe 
CH:—CH CH>—CHo 
CH NCTCH: COSH ie CH De — CH: 
NCH:—CH2/ CHe— CH 


Jetzt hat sich zeigen lassen, daf die Säuren, welche schon 
eine semicyklische Bindung tragen, bei der Kohlensäureabspaltung 
in trockenem Zustand Kohlenwasserstoffe von genau demselben 
Verhalten liefern, wie die isomeren Säuren mit der Aethylen- 
bindung im Ring, wodurch die Berechtigung der früher gemachten 
Annabhme bezüglich des Eintretens von Bindungsverschiebungen in 
dem eben erôrterten Sinne eine willkommene Stütze erhalten hat. 

Was die physikalischen Eigenschaften der isomeren 
Säurepaare betrifft, so zeigt sich, daB in allen bisher zur Beob- 
achtung gekommenen Füällen die Schmelzpunkte der Säuren 
mit semicyklischer Bindung hôher liegen als die Schmelz- 
punkte der Isomeren mit der Aethylenbindung im Ring. 


III. 


Bei der Kondensation von Ketonen mit Zink und halogeni- 
sierten Säureestern entstehen zunächst die Ester der zugehôrigen 
Oxysäuren. Bei dem Versuch durch Verseifung dieser Ester zu 
den freien Oxysäuren zu gelangen, wurde anfangs die unliebsame 
Erfahrung gemacht?), daB dabei weitgehende hydrolytische Spal- 
tung unter Rückbildung von Keton (oder dem zugehôrigen Alkohol) 
eintreten kann. Es hat sich beim Fortschritt der Untersuchung 
nun herausgestellt, daB die leichte Hydrolysierbarkeit der Oxyester 
keine ganz allgemeine Erscheinung ist, sondern daf sie nur bei 
bestimmten Konfigurationen eintritt). Die einfachsten cyklischen 
Oxysäuren, wie z. B. Pentanol-, Hexanol-, p-Methylhexanol- 
Essigsäure und -Propionsäure, haben sich in guter Ausbeute 


1) Annal. 859, 295; 860, 27. 

2) Annal. 314, 160; 360, 31. 

3) Welchen Gesetzmäligkeiten es unterworfen ist, ob die cyklischen B-Oxy- 
säureester sich leicht oder schwer hydrolytisch spalten, ist noch Gegenstand der 
Untersuchung. 
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beim Verseifen der zugehürigen Ester isolieren lassen. Auf diese 
Weiïse ist es ermôglicht worden, das Verhalten der freien B- 
Oxysäuren, sowohl gegenüber verschiedenen wasserabspaltenden 
Reagentien (s. oben), als auch beim Erhitzen für sich zu studieren. 

Dabei hat sich, wenigstens für die bisher untersuchten Bei- 
spiele, gezeigt, daB die Oxysäuren, deren Ester sich beim Ver- 
seifen gern hydrolysieren, beim Erhitzen leicht in Keton und 
Fettsäure zerfallen. 

a-Mentholpropionsäure z. B. spaltet sich beim Destil- 
lieren in Menthol- und Propionsäure : 


CHs CH: 
| | 
CH CH 


He T hr He hr GE 


OH 
A CÉCH(CH)COH À RUE 
CH CH 
ir H: C, H: 

Ganz anders und ebenfalls recht unerwartet war das Ver- 
halten der bei dem VerseifungsprozeB sich als sehr beständig er- 
weisenden Oxysäuren. Diese zerfallen nämlich bei genügend lang- 
samem trockenen Destillieren im Wasserstoffstrom in Wasser und 
ungesättigte Säure, die aber bei dem DestillationsprozeB zu grofem 
Teil sofort in CO: und Kohlenwasserstoff zerfällt und zwar 
findet sich, daB trotz der Anwesenheit von Wasser, unter diesen 
Bedingungen die Entstehung von Kohlenwasserstoff mit semicykli- 
scher Bindung auch bevorzugt wird. 

Beispielsweise zerfällt Nopinolessigsänre beim langsamen 
Destillieren in H20, CO: und ein Gemisch von B-Pinen und 
Fenchen. 

Cyklohexanolessigsäure zerfällt in H:0, CO: und (haupt- 
sächlich) Methencyklohexan. 


+ CH: CH CO: H. 


IV. 


Die Abwandlung der ungesättigten Kohlenwasserstoffe mit 
semicyklischer Bindung in ringungesättigte extracyklische Ke- 
tone) 


1) Annal. 360, 39 ff. 
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COM = CHR (Deco R, 


welche bisher nur für hexacyklische Verbindungen (1. c.) durch- 
geführt war, ist jetzt auch auf andere Ringsysteme übertragen 
und speziell für den einfachsten Fall eines Fünfringsystems, die 
Gewinnung von Acetylcyklopenten 


CH2—CH 
JC .CO CH 
H2—CH2 


verwirklicht worden, wovon nachher ausführlicher die Rede sein soll. 


Experimentelles. 


1) Ueber die Does ne von 410-Cyklohexenessig- 
VAS 


säure) CHIC 
CH2—CHe 


De — CHCO:H vom Schmelzp. 91—92°. 


Man stellt sich auf dem früher angegebenen Wege*?) die schôn 
krystallisierende, bei 63—64° schmelzende Hexanolessigsäure 
(s. oben) dar. 

Je 5g der Oxysäure werden mit 7 g Essigsäureanhydrid drei 
Stunden an aufsteigendem Kühler gekocht. Das Produkt wird 
nach dem Erkalten in Wasser gegossen und der Destillation mit 
Wasserdampf unterworfen. Es geht die im Kühlrohr sofort er- 
starrende Säure vom Schmelzpunkt 91° über. Man erhält aus je 
bg Oxysäure etwa 2 g sofort erstarrende Säure. Der Rest bleibt 
in den Destillationswässern gelôst, wird mit Aether aufgenommen 
und nach Entfernung des Aethers der nochmaligen Dampfdestillation 
unterworfen. Man gewinnt so noch mehr von der hochschmelzenden 
Säure. Aus den Laugen der zweiten Dampfdestillation kann man 
durch Ausäthern und Fraktionieren im Vakuum ein kleines Quan- 
tum der isomeren bei 37—38° schmelzenden J!'-Hexenessigsäure 

2 ris 


Hi DO. CH: CO: H erhalten. Bei der allerersten Dampf- 
CH:—CB: 


1) Ueber das bis dahin über diese Säure schon Ermittelte s. Annal. 358, 
88 ff. (1907). 
2) Annal. 847, 329 (1906). 
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destillation gewinnt man als Nebenprodukt, allerdings nur in sehr 
kleiner Menge, auch etwas Methenhexan —=\CHs. 

Zur näheren Charakterisierung der bei 91° schmelzenden Säure 
wurde noch deren Amid < >= CHCONH: dargestellt. Es 
schmolz bei 147—148°. 


Methenhexan aus 41% -Cyklohexenessigsäure. 


Die trockene bei 91° schmelzende Säure wurde im Wasserstoff- 
strom der langsamen Destillation unterworfen, der entstandene 
Kohlenwasserstoff mit Natronlauge durchgeschüttelt, durch Dampf- 
destillation gereinigt und dann über Natrium fraktioniert. 

Die Hauptmenge des Kohlenwasserstoffs siedete schon bei 103° 
und diese Fraktion besaB folgende physikalische Eigenschaften: 


d — 0,802, np — 1.4499 bei 19°, M — 32.17. 


Diese Eigenschaften stimmen also vollständig mit denen über- 
ein, welche letzthin für den aus der isomeren Säure vom Schmelz- 
punkt 38° gewonnenen Kohlenwasserstoff gefunden wurden !). 

Bei der Oxydation des Kohlenwasserstoffs mit Permanganat 
wurde, neben reichlichen Mengen Cyklohexanon, beiläufig in 
derselben Ausbeute wie früher, das Glykol 


a 
CH —CH: 
ni S CH: OH 
CH:—CH ve 

vom Schmelzpunkt 76—77° erhalten ?). 

Die beiden bindungsisomeren Cyklohexenessigsäuren liefern 
also, wenn man sie unter Ausschluf von Feuchtigkeit der De- 
stillation unterwirft, denselben Methenkohlenwasserstoff. 


2) Ueber die Darstellung der 4‘®-14-Methylcyklo- 
CH: —CH2 


hexenessigsäure CH—CHC 
CH2—CH 


a DC — CHCO:H. 
Aus 1.4-Methylcyklohexanolessigsäure 
OH 
CH2—CH 
CH—CHC jrs CH? CO: H 
CH:—CH 


1) Annal. 359, 291. 
2) Annal. 359, 294. 
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(bezw. deren Ester) war bisher durch Wasserspaltung nur eine 
einzige,' bei 42—43° schmelzende Säure erhalten worden. Und 
zwar wurde diese Säure ziemlich gleichzeitig von Wallach und 
Evans’) unter Anwendung von Bisulfat oder P20%5 (in Benzol- 
l6sung) als wasserabspaltenden Mittel und von Marckwald und 
Meth?) unter Anwendung von verdünnter Schwefelsäure aus der 
Oxysäure dargestellt. , 

Die Frage, welche Konstitution man dieser bei 42—43° schmel- 
zenden Säure zuzuschreiben habe, hat AnlaB zu einer Controverse 
gegeben ). 

Marckwald hat die obige Formel einer 44®)-Methylcyklo- 
hexenessigsäure für die bei 42—43° schmelzende Säure als gesichert 
angenommen. Ich habe diese Formel anfangs auch für wahrschein- 
lich gehalten, da mir die Säure bei der Destillation einen Methen- 
kohlenwasserstoff geliefert hatte und sich die bei einem Oxydations- 
versuch erhaltenen Resultate{) mit jener Auffassung auch schienen 
vereinigen zu lassen. Inzwischen ist es aber klar geworden, daf 
sich Methenkohlenwasserstoffe ebenso gut aus Säuren mit der 
Aethylenbindung im Ring als aus solchen mit semicyklischer 
Aethylenbindung bilden kônnen‘) und auch die bei der Oxydation 
beobachteten Erscheinungen erlauben eine andere Deutung. W. 
H. Perkin und W.J. Popef) vertraten nun schon 1906 die 
Ansicht, daB die bei 42° schmelzende Säure die 4t-Methyl- 
cyklohexenessigsäure 


CH: CH 


NCH:— CH 


sein müsse, da es ihnen gelungen war aus Hexahydro-p-toluylsäure 
eine bei 70—71° schmelzende Säure zu gewinnen, für welche sie 
allein die Formel der 4*®%-Methylcyklohexenessigsäure glaubten in 
Anspruch nehmen zu dürfen. Ganz kürzlich hat W. H. Perkin 
in Gemeinschaft mit Harding und Haworth noch eine weitere 
und eingehendere experimentelle Begründung für die Richtigkeit 
seiner Ansicht beigebracht”). 


CHs—CH Du: CH: CO: H 


1) Nachr. d. K. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen, Februar 1906, S. 79; Annal. 
347, 345. 

2) Ber. chem. Ges. (März 1906) 39, 1173. 

3) Marckwald, Ber. chem. Ges. 39, 2035, 2405. 

4) Annal. 353, 310 (1907). 

5) S. oben und Annal. 360, 27 (1908). 

6) Proc. Chem. Soc. 22, 107; Chem. Centralbl. 1906, IL, 256. 

7) Journ. Chem. Soc. 1908, 1943. 
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Daorch die in der Einleitung zu dieser Abhandlung mitgeteilten 
Erfahrungen war ich nun in die Lage versetzt, die neue zur über- 
wiegenden Bildung semicyklischer Säuren aus Oxysäuren führende 
Methode auch für Darstellung der 1.4-Methylhexenessigsäure in 
Anwendung zu bringen. Dabei wurde jetzt eine ganz andere 
Säure wie früher erhalten und die von Perkin vertretene An- 
sicht hat sich als vollständig richtig erwiesen, wenn auch der 
Schmelzpunkt der semicyklischen Säure etwas niedriger liegt als 
er anfangs angenommen bat. 


1.4- Methylcyklohexanolessigsäure 


Es ist schon s. Z. mitgeteilt'), daB man die Säure aus dem 
Kondensationsprodukt von 1.4-Methylcyklohexanon, Bromessigester 
und Zink leicht erhalten kann und zwar wurden aus 56g Keton 
etwa 65 g rohe Säure gewonnen, welche aus einem Gemisch zweiïer 
stereoisomerer Modifikationen besteht, die auch Marck- 
wald beobachtet ?) und als «- und B-Säure unterschieden hat. Die 
a-Modifikation entsteht nach meinen Erfahrungen in ganz über- 
wiegender Menge. Zur Trennung krystallisiert man die rohe Säure 
zunächst am vorteilhaftesten aus verdünntem Alkohol um, wobei 
die Hauptmenge der «-Säure auskrystallisiert. Das aus den Mutter- 
laugen herauskommende Gemenge krystallisiert man dann am besten 
aus viel Wasser um, aus dem zunächst noch «-Säure, schlieflich 
B-Säure herauskommt. 

Die «-Säure schmilzt bei 141°, ist fast unlôslich in Ligroïn 
(und läst sich dadurch von etwa beigemengter ungesättigter Säure 
leicht befreien), schwer lôslich in Aether und krystallisiert aus 
verdünntem Alkohol in grofen Rhomben. 

Die B-Säure schmilzt wasserfrei bei 89—90°, nimmt aber 
aus wasserhaltigen Lüsungsmitteln Krystallwasser auf und 
schmilzt dann wasserhaltig bei 48—b0°. Die wasserhaltige 
Säure krystallisiert in durchsichtigen, dünnen Prismen. 

Es liegt hier also wieder ein neues Beispiel für die von mir 
schon wiederholt hervorgehobene*) Tatsache vor, dafñ von zwei 


1) Annal. 347, 344 (1906). 
2) Ber. chem. Ges. 89, 1173 (1906). 
3) Annal. 846, 262 (1906). 
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geometrisch isomeren Verbindungen die eine dazu befähigt sein 
kann ein Hydrat zu bilden, die andere nicht. 

Bei der trockenen Destillation spaltet die «-Oxysäure Wasser 
ab und neben wenig ungesättigter Säure entsteht hauptsächlich 
1.4-Methylmethenhexan. Bei sehr schnellem Erhitzen geht bei der 
Destillation auch ziemlich viel unveränderte Oxysäure mit über, 
die im Rückstand bleibt, wenn man das Destillat mit Wasserdampf 
behandelt. 

Die «- und die B-Oxysäure gehen beim Kochen mit Essigsäure- 
anhydrid unter Wasserverlust in dieselbe ungesättigte Säure über, 
aber mit verschiedener Leichtigkeit. 


1.4- Methylcyklohexenessigsäure Eh >— CHCO:H, 
Schmelzpunkt 63—64°. 


Je 5g «-Methylhexanolessigsäure werden mit 6g 
Essigsäureanhydrid 1/2 Stunde am RückfluBkühler gekocht, das 
erkaltete Gemisch in Wasser gegossen!) und im Dampfstrom be- 
handelt. Die übergehende ungesättigte Säure erstarrt meist schon 
im Kühlrohr oder nach einigem Stehen im Destillat, für dessen 
Verarbeitung dasselbe gilt, wie es im vorigen Kapitel für die 
Cyklohexenessigsäure angegeben wurde. In den letzten Produkten 
aus den wässrigen Destillaten findet man in geringer Menge die 
bei 42—43° schmelzende 4*-Methylcyklohexenessigsäure 
vor. Die B-Methylcyklohexanolessigsäure kocht man, 
um Wasser abzuspalten zweckmäBig 3 Stunden, das rohe, trockene 
Gemisch von «+/B-Säure demgemäB 2—21/: Stunde mit Essigsäure- 
. anhydrid. Das Wasserdampfdestillat muB in diesem Fall manch- 
mal 12—24 Stunden stehen, ehe die krystallisierte Säure sich ab- 
saugen läBt. 

Die reine aus verdünntem Alkohol umkrystallisierte 1.4-Me- 
thylhexylidenessigsäure bildet harte, bei 63—64° schmelzende Na- 
deln, die in kaltem Wasser sehr schwer, in Ligroïn leicht 1ô6s- 
lich sind. 


0.1170g gaben 0.3012 CO: und 0.0980 H: O. 


Berechnet für Co H14 Oz Gefunden 
C — 70.08 70.21 
H— 9.15 9.37. 


1) Der Versuch durch Destillation im Vakuum die entstandenen Produkte 
herauszuarbeiten gab ungünstige Resultate. 
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Das in bekannter Weise aus der Säure bereitete Amid kry- 
stallisiert aus Methylalkol in glänzenden Blättchen und schmilzt 
bei 121—122°. In Aether ist es ziemlich lôslich. 


Oxydation der bei 63—64 schmelzenden Säure. 


2.5g der Säure wurden in Soda gelôst und bei 0° durch 
tropfenweises Hinzugeben einer Auflôsang von bg Permanganat 
in 200 ccm Wasser oxydiert. Es trat sofort Entfärbung der Per- 
manganatlôsung ein. Nach beendeter Oxydation wurden die ent- 
standenen flüchtigen Produkte mit Dampf abgeblasen und an 
Semikarbazid gebunden. Es wurden 1.6g Semikarbazon vom 
Schmelzpunkt 196—197° erhalten, das sich als identisch mit 1.4- 
Methylcyklohexanon-Semikarbazon erwies. 

In den Rückständen von der Dampfdestillation fanden sich 
Säuren vor und zwar neben Oxalsäure eine in Benzol sehr schwer 
lôsliche bei etwa 140° schmelzende Säure, welche noch nicht weiter 
untersucht ist. 


1.4- Methylmethenhexan CH: = CH: 
aus der Säure vom Schmelzpunkt 63—64°. 


Die Kohlensäureabspaltung aus der Säure erfolgt bei der 
trockenen Destillation glatt und der entstehende Kohlenwasser- 
stoff Cs Hu erwies sich als in jeder Hinsicht identisch mit dem 
aus der bei 42—43° schmelzenden 4*- Methylcyklohexenessigsäure 
erhältlichen ‘) (s. unten). 

Er addierte leicht Nitrosychlorid und aus dem Nitrosochlo- 
rid entstand bei der Umsetzung mit Piperidin ein bei 134—135° 
schmelzendes Nitrolpiperidid. 

Bei der Oxydation von 4g des Kohlenwasserstoffs mit 1 ‘Liger 
Lôsung von 4g Kaliumpermanganat bei 0° lief sich isolieren: 

1) Methylcyklohexanon, in Form des Semikarbazons vom 
Schmelzpunkt 196—197° abgeschieden. Ausbeute 0.6 g. 


A ER Schmelzpunk 
2) Das Glykol?) CH: HE vom Schmelzpunkt 
N 7 NCH: OH 


87. Ausbeute 15g. 
8) Flüssige, nach einigen Tagen erstarrende und noch nicht 
näher untersuchte Säuren. 


1) Annal. 347, 345. 
2) Annal. 347, 346. 


12 O0. Wallach, 


Vergleichende Ucbersicht über die Eïgenschaften des aus A*- und aus 
7 HUE Methylcyklohexenessigsäure erhaltenen Kohlenwasserstoffs Cs His 
und seiner Derivate: 


Ce Hia aus 
CHE D SR en CO;H H|CHQ > = CHCO: H 
Siedepunkt 122—123° 1229 
d 0.7925 (229) 0.7920 (20°) 
np 1.4416 (220) 1.4450 (20°) 
M (ber. 36.43) 36.93 36.96 
Glykol 
Cs Hi (OH): DO [on ho) el ee Agror e Re ct OR 87 
Nitrol- 
piperidid | 134—1359 HT em | me 134—135° 


Bei den vorstehend mitgeteilten Untersuchungen bin ich 
wiederum von Herrn Dr. Werner Lange in vortrefflicher Weise 
unterstützt worden. 


3) Ueber die Synthese von A'-Acetylcyklopenten aus 
Cyklopentanon. (Mitbearbeitet von Kurt von Martius.) 


Durch sein Semikarbazon hindurch gereinigtes Cyklopenta- 
non wurde in oft beschriebener Weise!) mit Brompropion- 
säureester und Zink zur Kondensation gebracht. Es entsteht 


Cyklopentanolpropionsäureester 


Bei der Verseifung des Esters erhält man die freie Cyklo- 
pentanolpropionsäure in Form eines langsam erstarrenden 
Syrups. Die abgesaugte und aus einem Gemisch von Benzol und 
Ligroïn umkrystallisierte Säure schmolz bei 58—69°. 

Bei der weïiteren Verarbeitung wurde anfangs von dem Oxy- 
ester ausgegangen und dieser durch Erwärmen mit Bisulfat bei 
150° in den ungesättigten Ester verwandelt und dieser verseift. 


1) Vergl. Annal. 360, 30. 
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Man erhält dabei nach dem üblichen Verfahren ein in der 
Hauptmenge unter 12mm um 134° siedendes zähflüssiges Oel, 
welches nach einiger Zeit zum Teil erstarrt und jedenfalls ein 
Gemenge der bindungsisomeren Cyklopentenpropionsäuren 


IL. 1 
CH: _— CH: 
| == « und E DC 
CO OH _ CO: H 
vorstellt, von denen, wie gleich gezeigt werden wird, dem kry- 
stallisierten Anteil die Konstitution I zukommt. 

In der Folge wurde von der freien Cyklopentanolproprion- 
säure ausgegangen und diese 2 Stunden mit Essigsäureanhydrid 
gekocht und das Reaktionsprodukt genau so verarbeitet, wie es 
in den vorhergehenden Beispielen beschrieben worden ist. Bei 
der Dampfdestillation des Präparats erhält man in diesem Fall 
— neben ungesättigter Säure — eine recht erhebliche Menge 
Kohlenwasserstoff, der zuerst übergeht. Dann folgt eine sofort 
erstarrende Säure, welche nach dem Umkrystallieren aus Methyl- 
alkohol bei 107—108° schmilzt und mit der nach dem vorher be- 
schriebenen Verfahren gewinnbaren festen Säure identisch ist. 
Durch Ausäthern der Destillationswässer werden von dieser Säure 
weitere Mengen gewonnen. Die Gesamtausbeute ist aber nicht 
günstig, da eben ein Teil der Säure schon vorher unter CO: -Ab- 


spaltung der Zersetzung unterliegt. 
Analyse der bei 108° schmelzenden Säure: 


0.1001 g gaben 0.2503 CO: uud 0.0787 H2 O 


Berechnet für Cs Hi2 Os Gefunden 
C — 68.57 68.20 
H— 8.64 8.79. 


Der Konstitutionsbeweis für die Säure wurde durch einen 
Oxydationsversuch erbracht. 

Bei der Oxydation mit Permanganat bei 0° entstand aus der 
Säure eine sehr reichliche Menge an Cyklopentanon, das sich 
sebr leicht durch die bei 189° schmelzende Dibenzyliden- 
verbindung nachweïsen lieB, die auch aus sehr verdünnten mit 
etwas Benzaldehyd und einigen Tropfen Natronlauge versetzten 
Pentanon-Lôsungen sich bekanntlich schnell abscheidet. 

Der Säure kommt also die oben angeführte Formel I zu. 

Die krystallisierte Säure spaltet bei der trockenen Destil- 
lation leicht Kohlensäure ab und liefert wesentlich 


, 


14 0. Wallach, 


: CH:—CH 
Aethylidencyklopenten | DC — CHCH: 
CH:—CH 


von folgenden Eigenschaften : 

Siedepunkt: 113—117°, Hauptmenge 114°, 

d — 0.8020, np — 1.4481 bei 20°, M — 32.12 (ber. 31.83). 

Das Aethylidencyklopenten liefert sehr leicht ein Nitro- 
sochlorid, aus dem durch Umsetzung mit Piperidin ein bei 
110° schmelzendes Nitrolpiperidid erhalten wurde. 

Beim Kochen mit Natriumacetat-Eisessig') spaltet das Nitro- 
sochlorid leicht Chlorwasserstoff ab und man erhält, gemäf dem 
Vorgang: 

Es. HS <_ | 
2 


le, se? iQ NO CH: 


das Oxim des Acetylcyklopentens. 
Dies Oxim schmilzt nach dem Umkrystallisieren aus ver- 
dünntem Methylalkohol oder Ligroïn bei 90—91!°: 


0.1614g gaben 0.3979 CO: und 0.1292 H2 O 


HC1+ ie DCE (NOH) CH 


Berechnet für C7 H11 NO Gefunden 
C — 67.20 67.23 
H— 8.80 8.79. 


Beim Benzoylieren in Gegenwart von Alkali liefert das Oxim 
eine bei 116—117° schmelzende Benzoylverbindung. 

Durch Kochen mit verdünnter Schwefelsäure lie sich das 
Oxim leicht hydrolytisch spalten. Man kommt auf diese Weise 
zum freien 

_. CEH— 
Acetylecyklopenten Le _. DT CO CH. 
H:— 2 

Die Verbindung wurde — an Semikarbazid gebunden. 
Das sehr schwer lôsliche Semikarbazon bildet sich fast augen- 
blicklich und kam nach dem Umkrystallisieren zur Analyse: 


0.1947 g gaben 0.4104 CO: und 0.1391 H2 O 


Berechnet für Cs H13 N3 O Gefunden 
C — 57.45 57.48 
H— 7.84 7.99. 


Den Schmelzpunkt des Semikarbazons kann man, je nach der 
Art des Erhitzens recht verschieden finden. Er liegt bei lang- 


1) Vergl. Annal. 360, 42. 
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samem Erhitzen bei 203—204, wurde aber auch hôher 206—207°, 
bis 211° gefunden. Die Verbindung eignet sich also nicht be- 
sonders zur Identifizierung. 

Das aus dem Semikarbazon regenerierte Acetylcyklo- 
penten zeigte folgende Eigenschaften : 

Das Keton besitzt, ebenso wie ganz reines Pentanon, einen 
ausgesprochenen Benzaldehydgeruch. 

Der Siedepunkt liegt bei 173—1749, 


d — 0.948, np — 1.4749 bei 19°, M — 32.66 (ber. 32.01). 


DaB dieses Acetylcyklopenten identisch ist mit der Ver- 
bindung C7 H10 O, welche in kleiner Menge bei der Oxydation von 
4A'-Cyklohexenessigsäure entsteht, ist kürzlich an anderer 
Stelle erôrtert worden!) Ein Vergleich der s. Z. für jene Ver- 
bindung ermittelten Eigenschaften *) mit denen, welche eben an- 
gegeben worden sind, läft diese Identität ganz unzweideutig 
hervortreten. 

Um das mit dem oben beschriebenen Aethylidencyklo- 


pentan | >= CHCH: isomere Aethylcyklopenten 
> —CH2 CH: kennen zu lernen, wurde zunächst durch Kon- 


densation von reinem Cyklopentanon mit Jodaethyl nach Gri- 


£ 


Aethyl-1-cyklopentanol-1 là PE 
2— 2 CH 


dargestellt und von folgenden Eigenschaften erhalten. 
Kampferartig riechende Flüssigkeit. Siedepunkt 155 —157, 


d — 0.916, nn — 1.4528 bei 21.5, M — 33.63 (ber. 33.74). 
0.1969 g gaben 0.5298 CO: und 0.2200 H2 O 


Berechnet für C7 H14O Gefunden 
078.01 73.38 
H — 12.36 12.50. 


Beim Erwärmen des Alkohols mit Chlorzink auf dem Wasser- 
bade tritt sehr schnell Wasserabspaltung ein, unter vorzugsweiser 
Entstehung von Aethylcyklopenten. 

CH:— 


a CH: 


1) W. H. Perkin und O0. Wallach, Ber. chem. Ges. 42 (1909), 145. 
2) Annal. 359, 310. 


Aethycyklopenten 2e — CH: CH. 
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Der Kohlenwasserstoff zeigte folgende Eigenschaften: 
Siedepunkt 107—110°, Hauptmenge 108°, 


d — 0.7975, np — 14426 bei 20°, M — 31.89 (ber. 31.83). 


Der Kohlenwasserstoff lieferte leicht ein Nitrosochlorid 
von anderem Verhalten als erst für das Nitrosochlorid aus Aethy- 
lidencyklopenten angegeben wurde. Das durch Chlorwasserstoff- 
abspaltung aus dem Nitrosochlorid dargestellte Oxim wurde nicht 
fest und gab bei der Hydrolyse ein vom Acetylcyklopenten ver- 
schiedenes Keton, das zwar noch nicht näher untersucht ist, 
in dem man aber unzweifelhaft das 


4'-Aethyl-1-cyklopentenon-2 : ë CH CHs 
H2—CO 


unter Händen hat. 

Ein Vergleich der beiden isomeren Fünfringkohlenwasserstoffe 
C1 Hi2S läBt ganz analoge Unterschiede hervortreten, wie sie in 
der hexacyklischen Reïhe beobachtet wurden'). Namentlich zeigt 
auch hier der Kohlenwasserstoff mit semicyklischer Bindung eine 
hôhere Molekularrefraktion als der mit der Aethylenbindung im 
Ring. 

Kohlenwasserstoffe C7 Hi2 F 


CH: — CH CHi—CH À 
De CH DC—CH CH 
CH:— CH CH:— CH 
Siedepunkt 114° 108° 
d 0.802 (20°) 0.7975 (20°) 
no 14481 (20°) 14496 (20°) 
M (ber. 31.83) 32.12 31.89 


1) Vergl. Annal. 860, 50. 


Beweis für die Darstellbarkeit der ganzen Zahlen 
durch eine feste Anzahl n‘°* Potenzen (Waringsches 
Problem). 


Dem Andenken 
an 
Hermann Minkowski 
gewidmet 


von 


David Hilbert. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 6. Februar 1909. 


Theorem. Jede positive ganze Zahl läfft sich als Summe von nt 
Potensen positiver ganzer Zahlen darstellen, so dafl deren Anzahl 
unterhalb einer Schranke liegt, die nur durch den Exponenten n be- 
dingt ist, dagegen nicht von der darzustellenden Zahl abhängt. 

Dieses Theorem ist allgemein von Waring vermutungsweise 
ausgesprochen worden; der Beweis für dasselbe gelang jedoch 
bisher nur in besonderen Fällen, nämlich für 


421400 7 000 


Die Mathematiker, denen wir diese Beweise und zugleich auch 
scharfsinnige Untersuchungen über die Reduktion der Anzahl der 
zur Darstellung zu verwendenden Potenzen verdanken, sind J.Liou- 
ville (n = 4), Maillet!) (n —3, n —5, n = 8), Wieferich?) 
(n—3, n—=4,n—=0, n —=7), Fleck®) (n —6), Hurwitz‘) 
{n = 8), Landau) (n = 38, n — 4), J. Schur (n — 10). 


1) Congrès de Bordeaux 1895. — Journal de mathématiques, Ser. 5, Bd. II, 
1896. — Comptes rendus, Bd. 145, Paris 1907. — Bull. de la soc. math. de France, 
Bd. 36, 1908. 

2) Math. Ann, Bd. 66, 1908—09. (3 Abhandl.) 

8) Sitzungsber. der Berliner math. Ges. 1906. — Math. Ann., Bd. 64, 1907. 

4) Math. Ann, Bd. 65, 1908. 

5) Math. Ann, Bd. 66, 1908. — Rendiconti del Circolo Matematico di Pa- 
lermo, Bd. 28, 1907. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1909. Heft 1. 2 
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Der allgemeine Beweis des Theorems, den ich im Folgenden 
geben werde, gelingt mittelst einer neuartigen Anwendung der 
Analysis auf die Zahlentheorie. Während man nämlich sonst in 
der analytischen Zahlentheorie von arithmetischen Formeln aus- 
gehend durch Grenzübergang zu Integralrelationen für arithmetische 
GrôBen gelangt — ich erinnere an die Bestimmung der Klassen- 
anzahlen — oder — wie in der Primzahltheorie — asymptotische 
Ausdrücke mittelst transzendenter Funktionen sucht, so werde ich 
gegenwärtig umgekehrt von einer gewissen Integralformel ausgehen 
und aus ihr schliefilich eine rein arithmetische Relation gewinnen. 

Um diesen Gedanken deutlich hervortreten zu lassen, schicke 
ich dem Beweise des Theorems zunächst zwei Sätze voraus. Der 
erste Satzt läuft im Wesentlichen auf einen Spezialfall einer Integral- 
formel hinaus, die A. Hurwitz') aufgestellt hat und mittelst 
derer diesem Forscher der Nachweis der Endlichkeit des vollen 
Systems der orthogonalen Invarianten gelungen ist. 

Satz I. Es sei » eine beliebige positive ganze Zahl, 
dann gilt identisch in den 5 Variabeln x,,...,x, die 
Integralformel 


(ti +. + at)" — Cf fu +-+h2)" dt dt dde dtudta; 


dabei bedeutet C eine gewisse durch »m bestimmte po- 
sitive Konstante, und das 25-fache Integral rechts ist 
über denjenigen 25-dimensionalen ganz im Endlichen 
gelegenen Bereich T zu erstrecken, der dadurch be- 
stimmt ist, daf seine Punkte {, von einem Punkte 
On des durch die 15 Orthogonalitätsrelationen 


(1) 0j RS eu 0ÿs = 1, 
O1 On a Oxs Os — 0 (Ë + h) 


definierten 10-dimensionalen Bereiches & eine Ent- 
fernung 


(2) > (um ee 
k,h 


besitzen. 

Zum Beweise dieses Satzes I zeigen wir, daB das Integral 
gegenüber einer beliebigen orthogonalen Transformation der 5 Va- 
riabeln x,,...,x, invariant bleibt. In der Tat setzen wir 

CA 1 que a Li + + M dé) (% = 1,...,b) 


1) Ueber die Erzeugung der Invarianten durch Integration, diese Nachr. 1897, 


0 « 
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wo die Koeffizienten «,, bestimmte den Orthogonalitätsrelationen 
genügende Konstante bedeuten, so wird 


bitite+lsts = t, ii +ht, 
wenn man 
(3) tn = plat tamis, (= 1,...,56) 
setzt. Fügen wir zu diesen Gleichungen noch die Gleichungen 
bn — Cp ut 17F Manu 
(4) Sos. 
ba = pe tee 
hinzu und führen dann in das 25-fache Integral die #{, als neue 
Integrationsvariable ein, so geht dasselbe, da die Funktional- 


determinante der #;, in Bezug auf die #, gleich 1 ist, in das In- 
tegral 


(6) JE (imite + bel)" di, dé … dt, 


über, wobei die Integration über denjenigen Bereich 7” der Va- 
riabeln t#;, zu erstrecken ist, der entsteht, wenn man die Punkte 
des Bereiches T vermüge (3), (4) transformiert. Nun gehen aber 
die linken Seiten der Gleichungen (1), wenn man die Variabeln 
y Wie die #, nach (3), (4) transformiert, offenbar in sich über, 
d. h. der 10-dimensionale Bereich & bleibt bei jener Transformation 
invariant. Da andererseits auch die Entfernung zweier Punkte 
4, und 0, nämlich der Ausdruck links in (2) gegenüber simul- 
taner Transformation der Variabeln #,,, 0,, invariant ist, so gilt 
das Gleiche auch für den durch die Ungleichung (2) definierten 
Bereich, d. h. es ist 7 — 7", und demnach stimmt das Integral (5) 
mit dem ursprünglichen Integrale in Satz I überein, sobald man 


darin x!,...#}, anstatt x,,..., x, schreibt. 
Nun ist das Integral in Satz I, wie man sieht, eine homogene 
Funktion der Variabeln x,,...,x, vom Grade 2m; da das volle 


System der orthogonalen Invarianten dieser Variabeln nur aus 
der einen Form x +...+2? besteht und andererseits jenes Inte- 
gral gewiB einen positiven Wert hat, so folgt, daf dieser Wert 
sich von (x+...+3%)" nur um einen positiven konstanten Faktor 
unterscheiden kann; damit ist Satz Î bewiesen. 

Satz II. Es sei wiederum "” eine beliebige positive 
ganze Zahl, dann gilt identisch in den 5 Variabeln 
z,,..,&, eine Formel von der Gestalt 


(ci+ +)" De Lx #2 ACC een SE 
2* 


>. 
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dabei ist zur Abkürzung 


__ (@m+1)(2m +2) (2m + 3) (2m +4) 
= 1.2.5.4 a 


gesetzt, ferner bedeuten r,,...,r, gewisse durch m be- 
stimmte positive rationale Zahlen und 4a,;,...,4,;, ge- 
wisse ebenfalls nur durch » bestimmte ganze Zahlen. 

Der Beweis gründet sich auf die in Satz I aufgestellte In- 
tegralformel; von der letzteren ausgehend werden wir durch eine 
Reïhe von Schritten schlieBlich zu der in Satz IT behaupteten 
arithmetischen Identität gelangen. 

Der erste Schritt besteht in der Approximation des 2b-fachen 
Integrales 


M 


GER Lite +is a)” dt dis ce dis 


durch eine endliche Samme. Wir denken uns zu dem Zwecke den 
25-dimensionalen Raum der Variabeln #,, in 25-dimensionale Würfel 
von der Kantenlänge & zerlegt. Da der Bereich T ganz im End- 
lichen gelegen ist, so fällt nur eine endliche Anzahl H® dieser 
Würfel ins Innere von T. Bilden wir sodann für den Mittelpunkt 
eines jeden dieser Würfel den linearen Ausdruck 


titte+hst, 

multiplizieren denselben mit dem Inhalt &° des Würfels sowie mit 
dem positiven Werte von ‘VC, so entsteht aus dem Integral eine 
Summe von der Gestalt 

(€) 2m 
@ ie pot 
wo die P® gewisse H'® lineare Funktionen von x,,..., x, bedeuten, 
deren Koeffizienten noch von « abhängen; zugleich gilt die Limes- 
gleichung 


CT. f(x, +... +t,x)"at, dt,.….dt, = PE (x)? 
VE 1 5 s) 19 55 L pee h ( )} 


Nach der Integralformel des Satzes I ist mithin auch 


(7) @it+t+a) = L Z … IP). 
e—0 LV HE 
Der zweite wesentliche Schritt ruht darauf, daB wir hier 
in der Summe rechts die Anzahl H‘®, die ja mit verschwindendem 
e notwendig über alle Grenzen wächst, auf eine feste von & un- 
abhängige Anzahl reduzieren. Dies gelingt in folgender Weise. 
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Wir bedenken, da es nur M linear unabhängige Formen 2mwte 
Grades von 5 Variabeln gibt und daf daher gewif zwischen den 
ersten M +1 Formen 2mt* (Grades 


[PO  (G=1,., M+1) 
eine lineare Identität von der Gtestalt 


à (E) 2m (E)2m (&)2 _—— 
PR UUNIS Poe hrs UT =) 


M+1 


bestehen muB, wo die r,,...,c,,, reelle Konstante bedeuten, von 
denen einige positiv und einige negativ ausfallen müssen. Indem 
wir diese Identität durch den grôften unter den positiven Koeffi- 
zienten dividieren, entsteht eine Identität von der Gestalt 


! (E)2m : (E)2m ! (&)2m _— 
CAE 6 À A 2 Ha rC, Ph: = 0, 


wo gewiB einer unter den Koeffizienten c!,..., c!., den Wert +1 
besitzt und zugleich alle übrigen Koeffizienten < 1 ausfallen. 
Subtrahieren wir diese Identität von der Summe (6), so hebt sich 
offenbar eine der 2m‘t* Potenzen fort, und wir erhalten eine 
Summe über nur H®—1 Summanden, von denen keiner negativ 
wird, da ja die zu den P{**" hinzutretenden konstanten Faktoren 
sämtlich positiv ausfallen, wenn sie nicht insbesondere verschwinden. 
Indem wir diese konstanten Faktoren in die 2mï° Potenz hinein- 
ziehen, gelangen wir zu einer Formel von der Gestalt 
A a Ut. 
Lu He h—1,..., H®—1 
worin die P;® wieder Linearformen der Variabeln %,,...,x, be- 
deuten und die Anzahl der Saummanden rechts gegenüber der ur- 
sprünglichen Summe links gewif um 1 vermindert ist. 
Das dadurch eingeleitete Reduktionsverfahren kônnen wir 
fortsetzen, bis schlieBlich die Zahl der Summanden auf M herab- 
kommt; alsdann erhalten wir eine Formel von der Gestalt 


(8) > Pi @)}" = D . (x), 


SE de À h=1,...,,M 
wo wiederum die 
QE (x) = gz,+.+gx, (h=1,...,M) 


Linearformen der Variabeln x,, ..., x, bedeuten, deren Koeffizienten 
gd? wesentlich noch von s abhängen. 

Der nächste Schritt besteht in der Ausführung des Grenz- 
üiberganges zu & — 0; dieser erfolgt leicht in der aus (7) und (8) 
entstehenden Formel 
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(9) G@i+e.+aÿ" = > APE 


E— 10 HE, 
Zunächst ist nämlich klar, daB sämtliche Koeffizienten der Formen 
Q® unterhalb endlicher von & unabhängiger Grenzen bleiben, sobald 
e gegen 0 konvergiert; dies folgt aus den Limesgleichungen 


1 — 1# (qe "+ QE. Lo), 
€ —0 { 


wie sie durch Vergleichung der Koeffizienten von x;” in (9) ent- 
stehen. Wegen des Umstandes, daB hiernach insbesondere qg% für 
alle s unterhalb einer endlichen Grenze bleibt, kônnen wir für & 
eine gegen 0 konvergierende Folge von positiven Werten &,,#,,.. 
finden, derart, daB der Limes 


existiert. Da ferner wie gezeigt auch 9% unterhalb einer end- 
lichen Grenze bleibt, so läft sich wiederum aus jener Folge von 
Werten &,,e,,... eine Folge &,,6e/,... herausgreifen, so daB auch 
der Limes 
L 0 = 
r = OO 

existiert. So fortfahrend erhalten wir schliefilich nach 5 M-malige 
Anwendung dieses Verfahrens eine gegen 0 konvergierende Folge 


Eë,, &,..., derart, daB zugleich die sämtlichen Limesgleichungen 
L gun) = QG h=1,.,M, k=1,..., 5) 
Tr = © 


statthaben. Setzen wir sodann 
Q, (x) = QT" + us Lo) (A — Les M) 
so gilt wegen (9) identisch in den Variabeln x,,..., x, die Formel 


(0) Gérer Ha) = un Er mor). 
h M 


Diese Formel unterscheidet sich von der in Satz II behaupteten 
noch wesentlich dadurch, da die Koeffizienten der Linearformen 
Q@, keineswegs rationale Zahlen sind. 

Der letzte entscheidende Schritt meiner Beweisführung wird 
darin bestehen, von der Formel (10) den Uebergang zu einer Formel 
zu ermüglichen, in welcher alle auftretenden Zahlenkoeffizienten 
rational sind. Zu dem Zwecke verschaffen wir uns zunächst M 
Linearformen 


G() = Alt +at (Q = 1, .….) M) 
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mit ganzzahligen Koeffizienten a,, derart, daf zwischen ihren 
2m** Potenzen keine lineare Relation mit konstanten Koeffizienten 
stattfindet. Dies ist gewiB müglich, da die Determinante 


2m 2m 2m 
| a a PAPER pr 
2m—1 2mn—1 2m—1 
As Ag A Ag ee An Ans 
A= 
Im 2m 2m 
As A5 ... x | 


offenbar nicht identisch in allen Argumenten a,, Null ist und zur 
Erfüllung unserer Forderung nur nôtig wird, die a,, als ganze 
rationale Zahlen so zu bestimmen, daf À von Null verschieden 
ausfällt. 

Nun sei in Formel (10) etwa Q, eine Linearform, deren 
Koeffizienten jedenfalls nicht sämtlich verschwinden, so daB 


Qu + + 


eine positive von Null verschiedene Zahl wird. Setzen wir dann 
zur Abkürzung 


DCE Li 
Pond er mt (= 1,..., M), 


so haben die M Linearformen 
Gb GS 


sämtlich die nämliche Quadratsumme ibrer Koeffizienten wie Q,; 
es gibt daher gewif eine orthogonale Transformation der Varia- 
beln x,,...,x,, welche Q, in «, G,, ferner je eine solche orthogo- 
nale Transformation, die Q, in «, G,... bez. in «, &, überführt. Wen- 
den wir diese M orthogonalen Transformationen sämtlich der Reïhe 
nach auf die Formel (10) an, addieren die so entstehenden M For- 
men und dividieren durch M, so wird, wenn wir noch 


" a 
Vide M! ) Qu — M 
setzen: 
11 dite. + x)" — , GE" (x) + Si (æ) 
Re DA x" () eg rene 
wo die $, gewisse M(M — 1) Linearformen der 4,,...,x, sind, wie 
sie aus den @,,..., ©, durch jene orthogonalen Transformationen 


nach Hineinziehung des Faktors _— entstehen. Wir betrachten 
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nun dasjenige System von M linearen Gleichungen für die M 


Unbekannten *,,...,#,, welches aus der Identität 
Z Gr) = (+... +a2)— >> Si” (æ) 
h= 1. M ML. M(M-1) 


entspringt, wenn man die nämlichen Potenzen und Produkte von 
Potenzen der Variabeln x,,...,æ, auf beiden Seiten gleich setzt. 
Da die Determinante dieses Gleichungssystems bis auf einen Zahlen- 
faktor die von Null verschiedene Zahl À ist, so sind dessen Lô- 
sungen eindeutig bestimmt; sie lauten wegen (11) 
Us = Qype Uy —= Qu 

und sind folglich sämtlich positive Grôfen. Da nun die Lô- 
sungen eines linearen Gleichungssystems mit einer von Null ver- 
schiedenen Determinante stetige Funktionen der rechten Seiten der 
Gleichungen sind, so folgt, dafi wenn wir die Koeffizienten der 
Linearformen S$, innerhalb eines gewissen genügend kleinen Spiel- 
raumes irgendwie abändern, die Lôsungen ,,...u, des abgeän- 
derten Gleichungssystemes ebenfalls noch sämtlich positive Zahlen 
bleiben. Wählen wir dabei die Koeffizienten innerhalb jenes Spiel- 
raums als rationale Zahlen, so müssen überdies die Lôsungen 
U,,..., y, da ja die Koeffizienten von G, sämtlich ganze rationale 
Zahlen sind, ebenfalls rational ausfallen. Bezeichnen S; die an 
Stelle der $S, tretenden Formen mit rationalen Koeffizienten und 
seien die betreffenden positiven rationalen Lôsungen 


HE Poe Eate, 
so gewinnen wir die Identität 


++ = ZE naG+e x so 
h — M h=1,..,M(M-1) 


2. 


oder, indem wir noch die in den Koeffizienten von $; auftretenden 
Nenner herausziehen und die neu entstehenden Formen mit G 
Ga bezeichnen, 
(12) GR RAP = 2 GT) 

h M? 


=" Æplores 


M1) °°° 


WO T,,..,7#3 NUN positive rationale Zahlen und die Koeffizienten 
der G, sämtlich ganze Zahlen sind. 

Schlieflich kônnen wir noch auf diese Formel (12) ein ana- 
loges Reduktionsverfahren anwenden wie dasjenige, welches uns 
oben zu der Formel (8) führte. Wir bedenken, daB zwischen den 
Linearformen G,,..., @,,, eine Identität von der Gestalt 


(13) Ci G” (x) Le 7 (Er (x) = 0 
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bestehen muf, wo 6,,...,c,,, jetzt rationale Zahlen sind, bestimmen 
alsdann eine rationale Zahl c derart, daB unter den Zahlen 


D) 
r£ EF 


eine gleich 1 und die übrigen <1 werden. Subtrahieren wir 
nun die mit c multiplizierte Identität (13) von der rechten Seite 
der Formel (12), so wird in der rechts entstehendeu Summe einer 
der Koeffizienten Null, ohne da einer der übrigen negativ aus- 
fällt, so daB die neu entstandene Formel rechts gewiB einen 
Summanden weniger aufweist. Fahren wir in dieser Weise fort, 
so gelangen wir schlieBlich zu einer Formel, die alle in Satz II 
verlangten Eigenschaften besitzt. Damit ist der Beweis des Satzes 
II vollendet. 

Es sei noch bemerkt, da, wenn wir in der vorstehenden Ueber- 
legung an Stelle von Q, nicht eine beliebige der M Linearformen 
Q,,..., Q,, sondern eine solche unter diesen M Formen nehmen, für 
die die Quadratsumme der Koeffizienten am grôBten ausfällt, es 
leicht wegen der Identität (10) gelingt, für die betreffende Qua- 
dratsumme 


dir 


eine untere nur durch »# bedingte Schranke zu bestimmen und da 
aus dieser unteren Schranke wiederum ohne wesentliche Schwierig- 
keit eine obere Schranke 6 für denjenigen Spielraum abzuleiten 
ist, innerhalb dessen die Koeffizienten der Formen S, abgeändert 
werden dürfen, ohne daB die betreffenden Lôüsungen «,,...,u, ne- 
gativ werden. Durch die Kenntnis von 6 aber ist es schlieflich 
auch môglich, für die absoluten Werte der Zähler und Nenner 
der in der Formel des Satzes II auftretenden rationalen Zahlen 
r, und für die absoluten Werte der ganzen Zahlen a,, eine obere 
Schranke aufzufinden, die nur durch m bedingt ist. 

Die Formel des Satzes IT bildet den Kernpunkt für den Be- 
weis unseres Theorems; derselbe gelingt, indem wir der Reihe 
nach folgende 5 Hülfssätze entwickeln. 

Hülfssatz 1. Zu jedem Exponenten » gehôren eine gewisse 
Anzahl N positiver rationaler Zahlen 


EPELTENTES" 


sowie zwei positive ganze Zahlen a, À von folgender Eigenschaft : 

es seien x und G beliebige positive ganze Zahlen und T° cine 
beliebige reelle positive Zahl, es sei ferner X eine positive ganze 
Zahl, die der Ungleichung 
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(14) X< x 
genügt; dann kônnen zu diesen GrôBen x, G, I, X stets N ganze 
Zablen (Z 0) 
=. n OS AT 
deren absolute Beträge den Ungleichungen 
IX,| << ATx Bt, N) 
genügen, derart gefunden werden, daB die Gleichung 
(Pa+X) — D  r,(aGz+xX,)" 
h=1 N 


El, 
statthat. 

Zum Beweise gestalten wir die Formel des Satzes II in fol- 
gender Weise um. Zunächst bedenken wir, daf auf der rechten 
Seite dieser Formel môglicherweise eine oder mehrere der zur 
2 mt Potenz erhobenen Linearformen lauter verschwindende Koeffi- 
zienten haben kônnten. Lassen wir diese Potenzen weg, so môgen 
etwa N<M Summanden rechts übrig bleiben, so da unsere 
Formel wie folgt lautet 


(15) (x, tm a)" +; > RC (a, Ti+''+ü C5 ef 
PE — 


2...) 


Hierin dürfen wir annehmen, daf jede der mit x, multiplizierten 
Zahlen a,, von Null verschieden ist, da andernfalls die Anwendung 
einer geeigneten orthogonalen Transformation mit rationalen Koeffi- 
zienten unsere Formel in eine solche umwandeln würde, in der 
die jenen Koeffizienten entsprechenden Koeffizienten sämtlich von 
Null verschieden sind. Endlich setzen wir in unserer Formel (15) 


für x,,4,,...,x, bez. die Grôfen Gx,x,,...,x, ein, ferner sei 
a — |a,4,...4, 
a a, sn ! Ads, — a! as), ! 
1h) sh? % EniR 4h ? 
Ain dy Ah 


soda a;,,...,a, wiederum ganze Zahlen werden. Wir erhalten 
so die Formel 
TONGS PERRET RON TEE RARE GR PSEPA US 
= es, 
wo die r, wie leicht ersichtlich eine nicht wesentlich veränderte 
Bedeutung haben. 


Bezeichnen wir nun mit À den grôften Wert, den eine der 
N Zahlen 


[a+ +l|a], (h = 1,...,N) 


Beweis für die Darstellbarkeit der ganzen Zahlen u. s. w. 27 


annimmt, so folgt Hülfssatz 1 unmittelbar durch folgende Ueber- 
legung. Stellen wir die ganze Zahl X als Summe von 4 Quadrat- 
zahlen dar und setzen 
| = ditaitat+a, 
so folgt aus (14) 
[em] <Tx. (h=110a). 
Nebmen wir daher 
X, = 4,,4,+..+4,%,, 
so wird 
IX =(lal+..+|a,)Tzx 
< AT x 
Hülfssatz 2. Zu jedem Exponenten »m gehôren wie in Hülfs- 
satz 1 eine gewisse Anzahl N positiver rationaler Zahlen 


LEPEATENTES" 


sowie zwei positive ganze Zahlen a, À von folgender Eigenschaft : 
es seien x, G, I Zahlen wie in Hülfssatz 1, es sei ferner X 
eine positive ganze Zahl, die der Ungleichung 


(17) X<T'a 


genügt, dann kônnen zu diesen Grôen x, G, I, X stets N ganze 
Zahlen (Z0) 


ANA An 
deren absolute Beträge den Ungleichungen 
PAPA T 7, MP 
genügen, derart gefunden werden, da die Gleichung 
(F2 +X) — e DETTE A) TT 
| h=1,...,N 


statthat. 
Durch Differentiation von (16) nach x entsteht eine Formel 
von der Grestalt 


n(Gataite ta) et D naGatante+ar) 
ENS at 

wo die r, eine nicht wesentlich veränderte Bedeutung haben. Er- 

setzen wir hierin m durch #+1 und wenden dann die vorige 

Ueberlegang auf diese Formel statt auf (16) an, so ergibt sich 

der Beweis des Hülfssatzes 2. 
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Aus den eben bewiesenen Hülfssätzen 1 und 2 leiten wir jetzt 
zwei weitere Hülfssätze 3 und 4 ab, in denen gewisse Gleichungen 
behauptet werden, die sich von den am Schlusse der Hülfssätze 1 
und 2 aufgestellten hauptsächlich dadurch unterscheiden, daf auf 
ibrer linken Seite an Stelle der positiven Zahlen X gewisse Zahlen 
Y treten, für die auch negative Werte zuzulassen sind. 

Hülfssatz 3. Zu jedem Exponenten ” gehôren eine gewisse 
Anzabl N positiver rationaler Zahlen 

Vus Tace Vu 

ferner eine reelle stets positive Funktion (x) der reellen Varia- 
beln x und endlich eine Funktion F(X, x) der ganzzahligen Varia- 
beln À und der reellen Variabeln x, die stets positive ganzzahlige 
Werte hat, und bei festgehaltenem x mit unendlich wachsendem 
K selbst, ohne je abzunehmen, über alle Grenzen wächst; diese 
zu m zugehôrigen GrôBen r,, y, F sind von folgender Beschaffenheit: 

es sei x eine beliebige positive ganze Zahl und Æ eine beliebige 
positive ganze Zahl = 16, ferner x eine reelle der Ungleichung 


(18) 1<x<4VK-—-1 
genügende GrôBe; es werde endlich 
(19) x = p(x), Æ' = F(K,x) 


gesetzt; wenn dann YŸ eine beliebige ganze Zahl (<O0) ist, deren 
absoluter Betrag der Ungleichung a 


(20) |Y|<xVK a 

genügt, so kônnen zu diesen Grôüfen x, X, x, Y stets N ganze Zahlen 
Y;,..., Y, (Z0), deren absolute Beträge die Ungleichungen 

(21) IYi|<x VK'x 


befriedigen, derart gefunden werden, daf die Gleichung 
(Kax°+ Y}" =; Dre (RG r)? 
N 


3.) 


stattfindet. 
Zum Beweise bestimmen wir zunächst eine positive ganze Zahl 
G durch die Ungleichungen 


(22) (G+x)Ÿ <K<(G+x+1); 
dann wird 

K-G>x(2G+x) 2x VK — (x +2) 
und da wegen (18) 


VK >x+2 
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ist, so haben wir demnach auch 

(23) K—G=>xVK. 

Andererseits ist mit Rücksicht auf (22) 
K—@<(x+1)2G+x+1) <2(x+1)VK <4xVK 


d. h. 

(24) K—G<4xVK. 
Setzen wir nun 

(25) X = (K-G)x+ Y, 


so gilt wegen (23), (24) infolge der Voraussetzung (20) unseres 
zu beweisenden Hülfssatzes 


O<X<5xVK x. 


Wir wenden jetzt den Hülfssatz 1 auf die Zahlen x, G, X an; 
setzen wir noch darin 
T = VoxVX, 


so wird zugleich auch der Bedingung (14) dieses Hülfssatzes 1 
genügt und derselbe lehrt das Bestehen einer Gleichung von der 
Gestalt 


(26) Gt = D on (@Gx+ 7ÿ", 


= 1, 
wo Ÿ; (d.h. die X, in Hülfssatz 1) ganze den Ungleichungen 
(27) |Y'|< AVBxVR x 
genügende Zahlen sind. Setzen wir 


pG) = ÆVI0x, F(Kr) = a6G, 
Va 


so erfüllen diese Funktionen alle Bedingungen des zu beweisenden 
Häülfssatzes. Denn wegen (19) wird dann notwendig 


x = AUX Ko ar, 
Va 

und es geht (26) wegen (25) in die zum Schluf des Hülfssatzes 3 
behauptete Gleichung über. ÆEndlich ist wegen (18), (22) 

(x+2) <K=<(G+x+1), 
folglich 

x+1<6G 

und demnach 


ANVBaxVK=ANV5xVG+x+1-< A \V10xVG 


David Hilbert, 
d. h. 
AVE VE = VE. 
Wegen dieser Ungleichung geht aus (27) die Ungleichung (21) des 
Hülfssatzes 8 hervor; dieser Hülfssatz 3 ist mithin vollständig 
bewiesen. 


Hülfssatz 4 Zu jedem Exponenten ”m gehôren wie in Hülfs- 
satz 3 eine gewisse Anzahl N positiver rationaler Zahlen 


is Ve) me 27 Ty 


ferner eine reelle stets positive Funktion (x) der reellen Variabeln 
x und endlich eine Funktion F(K,x) der ganzzahligen Variabeln 
K und der reellen Variabeln x, die stets positive ganzzahlige 
Werte hat und bei festgehaltenem x mit unendlich wachsendem X 
selbst, ohne je abzunehmen, über alle Grenzen wächst; diese zu 
m zugehôrigen GrôBen r,, p, F sind von folgender Beschaffenheit: 

es seien æ, K,x Zahlen, die denselben Bedingungen, wie in 
Hülfssatz 3 genügen; es werde endlich, wie dort 


# = g(x), K'= F(K,») 


gesetzt; wenn dann Ÿ eine beliebige ganze Zahl (Z O0) ist, deren 
absoluter Betrag der Ungleichung 


|Y|<xVKz 


genügt, so kônnen zu diesen GrôBen x, X, x, Y stets N ganze Zahlen 
Y',..., Y, (Z0), deren absolute Beträge die Ungleichungen 


Yi | < x VA x 
befriedigen, derart gefunden werden, daB die Gleichung 
1 
2 RE ' 1\2m+1 
x(Ka +7)" — FRE D ne xz+Y;) 


3.) 


stattfindet. 

Der Beweis folgt, indem wir die zum Beweis des Hülfssatzes 3 
vorhin angewandten Schluffolgerungen, statt auf Hülfssatz 1, nun- 
mehr auf Hülfssatz 2 beziehen. 

Hülfssatz 5. Zu jedem Exponenten x gehôren zwei ganze 
Zablen p, q, so daB 


(28) n = p+q 
und 
(29) 0Zp<Q 


3 
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ist, ferner eine positive ganze Zahl X und eine gewisse Anzahl 
N* positiver rationaler Zahlen 


UT NE PES ES 
von folgender Beschaffenheit : 
ist x eine beliebige positive ganze Zahl, Y irgend eine ganze 
Zahl (£ 0), deren absoluter Betrag der Ungleichung 
|Y|<VKa! 


genügt, so gibt es zu diesen Zahlen x, Y stets gewisse N* positive 
ganze Zahlen 


Pis Ps, Pé 
derart, daB die Gleichung 
azP(Kat+Y) — k, P} 
RUES hi 


statthat. 
Zum Beweise entwickeln wir den Exponenten #7 im duadischen 
Zahlsystem wie folgt 


n = Y+e, ASE PR HP 


— 1e,e,...e,,e,, 


so daB 9 ein ganzer Exponent ist und e,,e,,...,e, gewisse Werte 


Null oder Eins werden. Nun definieren wir g+1 Zahlen n,,n,, 
n , durch folgende Gleichungen 


FOOT) 


Mo L, 

n, = 2+e, 
ile; 

n = 2'+e.2+e, 
= le,e,, 

n, = 2'+e,2+e,2+e, 
— le,e,e,, 

n, = 2+e2"+..+e .2+e, 
= le,e,...e,_,e, = 1, 

so daB allgemein 
Nu = 2 + Ep 


wird. Ferner setzen wir 


(80) 
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Pie ÉCRAN €, 7 hat 4 
p, == CAE I NCA EE RE > Clg eee Cy) 


PB = 2 +...+e, — Cyr. lys 


Dyn — Ep 
Py —= 0, 
so daB allgemein 
Ps Pi = 627 
wird. Endlich sei noch 
p=n-%—=e%"+e%*+..+e, = p,, 
qa=®#, 
so da die Bedingungen (28), (29) erfüllt sind. 


Nunmehr wenden wir die Hülfssätze 3 bez. 4 im ganzen 
g-Mal an und gelangen so zu den Gleichungen 


Po 29 1 a) D pm Pi QUE LEON 
) K'4 = À. y. k t 


CU D CC et 
Ki h=1,.,N 


1 


kK'-1 Et 


g-2 ces Ag 
1 
— rV(K' x +). 
né 2 ,N, Le x) 
Dabei ist jede dieser Gleichungen so zu verstehen, da8 ibre linke 
Seite, sobald dort Y, eine ganze, der Bedingung 


PASSA: 
genügende Zahl ist, sich in Gestalt der rechts stehenden Summe 
darstellen läft, so daf die Y,}‘*° passend gewählte, den Un- 
gleichungen 
(31) A NT 
genügende ganze Zahlen bedeuten. Die GrôBen rŸ, x,,x;, K,, K 


haben hierbei die in Hülfssatz 3 und 4 angegebene Bedeutung; 
cs ist demnach (der untere Index O ist stets zu unterdrücken) 


Ps : Fe . ns Nr 
a?e CR DES 7 —— > r{ D yP3 (HIS, a+ yi9 ) q 


a Po (A, 2° CI LS _ 


43 —= (xs), 
32 2 0 ee re 
( ) K' F,( fs, x), (s 0, L > 4 1) 
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wo ®, F die in den Hülfssätzen 3 und 4 auftretenden Funktionen 
sind. Ueberdies ist zu beachten, daf allgemein x, den Ungleichungen 
(33) 1<x,<4VX,—-1 

genügen mu, wodurch auch zugleich X, = 16 wird. 

Um nun zum Beweise des Hülfssatzes D zu gelangen, muf es 
môglich sein, die auf den rechten Seiten einer jeden der Formeln 
(80) stehenden Summanden als linke Seiten der nächstfolgenden 
Formel zu nehmen, damit sich schlieBlich die linke Seite der ersten 
Formel als Summe von GrôüBen ergibt, die die Gestalt der rechten 
Seite der letzten Formel haben. Um diese Müglichkeit darzutun, 
setzen wir allgemein | 
(84) K, = K,., (s—1,...,9—1) 
und brauchen dann nur noch zu bewirken, daf die Bedingungen 
(85) LE %, Ki %; LA a | CIRE ERA 
erfüllt sind. 

Wäbhlen wir nun bei der erstmaligen Anwendung des Hülfs- 
satzes 3 bez. 4 x — 1, so ist dadurch wegen (32) 


x = (1) 
bestimmt, während uns die Wahl von X noch freisteht. Da die 
in den Hülfssätzen auftretende Funktion F(X, x) bei festem x mit 
K zugleich, ohne je abzunehmen, über alle Grenzen wächst und 
wegen (32), (34) 

IRON = CE CRT) 
ist, so kôünnen wir X so gro wählen, daf 
IVK,—1=> +1 

wird, und dann bleibt diese Ungleichung auch erfüllt, wenn wir K 
noch vergrôBern. Nun setzen wir 

Re A | 
und genügen damit der ersten der Bedingungen (35) und der Be- 


dingung (33) für s— 1. Nach dieser Verfügung über x, bestimmt 
sich x! wegen (32) aus der Gleichung 
M = pif). 
Da nun wiederum die Funktion F,(K,,x,) bei festem x, mit X, zu- 
gleich, ohne je abzunehmen, über alle Grenzen wächst und wegen 
(82), (84) j 
K, — F(K,,, x) 

ist, so kônnen wir À weiter so gro wählen, daf auch 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1909. Heft 1. 3 


Y « 
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VA -1> +1 
wird, und dann bleibt diese Ungleichung auch erfüllt, wenn wir K 
noch vergrübern. Nun setzen wir 
%, = #,+1 
und genügen damit der zweiten der Bedingungen (35) und der 


Bedingung (33) für s — 2. In derselben Weise fahren wir fort, 
bis wir zu der Gleichung 


Kyn = Hat il 
gelangen. 
Schlieflich machen wir Æ noch so groB, daf 
VE > #7 


wird; da wegen (31) für s = g—1 


| < x VE se, 
und folglich jetzt 
171 < K,,æ 
ist, so werden die auf der rechten Seite der letzten Formel in 
(80) zur nt Potenz erhobenen ganzen Zahlen positiv. 

Führen wir nun die Substitutionen der linken Seiten der For- 
meln (30) in die rechten Seiten der jedesmal vorangehenden Formel 
aus, so entsteht eine Formel von der Gestalt 

(RATE TT—= D RONDE Te) 
RAA IN 


wobei rechts 3 

N*—N,N,,.N, 
Summanden stehen und die x, positive rationale Zahlen sind. 
Damit ist Hülfssatz 5 bewiesen. 

Aus Hülfssatz 5 vermôgen wir nun das anfangs 
aufgestellte Theorem über die Darstellbarkeit der 
ganzen Zahlen durch nt° Potenzen folgendermafen ab- 
zuleiten. 

Wir verstehen unter x eine beliebige positive ganze Zahl > 2”, 
ferner unter Ÿ,, Ÿ, irgend zwei ganze, den Ungleichungen 


DAY <VAt, 
OZ Y,<VK(x+1) 
genügende Zahlen. Dann gelten nach Hülfssatz 5 die Gleichungen 
x'[Kat—Y] = 2 _F,P; 
ll NES 


= 


(36) 


,.. 


@G+ILPIKG+U+Y] = 2 pos 


REA RES 


Beweis für die Darstellbarkeit der ganzen Zahlen u.s. w. 3v 
und nach Addition 
(87) 2'[Kat—Y]+(x+1)P[K(x+1Y+Y] = ZX ra k,(Pi+ 5), 


wo die P, und Q, gewisse 2N* ganze positive Zahlen sind. Die 
linke Seite der Formel (37) hat die Gestalt 
K{a"+(&+1)]+ Z, 

wenn 

Z' = (œ+1l)Y,-zx"y, 
gesetzt wird. 

Wir überzeugen uns nun davon, daf der Ausdruck 
(G@+1)YY, 27, 
bei geeigneter, den Ungleichungen (36) entsprechender Wahl von 
Y,, Y, jede ganze Zahl Z darzustellen vermag, die den Ungleichungen 
ESA 

genügt. In der Tat, da die Zahlen (+1)? und x? relativ prim 
sind, so besitzt erstlich für jedes ganzzahlige Z die diophantische 
Gleichung 

Z = (x+1)PY,-x" y, 
ganzzahlige Lôüsungen Y,, Ÿ,; nun ist aber zugleich mit Y,, Y, auch 

Y,—T(e+1}, 
Y,—Tzx? 
für jedes ganzzahlige T eine Lôsung, und daraus wird ersichtlich, 
daf wir Y, der Ungleichung 
Her = til) 


entsprechend annehmen dürfen. Da p <gist, so wird (x +1)? < x’, 
sobald nur x hinreichend grof, etwa Z2", gewählt wird; wir 
haben dann 


RS EE 
Mit Rücksicht auf die Ungleichung Y, < (x +1)? folgt ferner 
ALI TA > 2 : 
2 —= Le y En + &œ+1ÿ ATX, 
wenn 
PS7 Er" 


vorausgesetzt wird, und demnach haben wir mit Rücksicht auf 
4 >p, und da YŸ, nicht negativ werden kann, 


O<Y, <(x+1}. 


Den Ungleichungen (36) ist damit genügt, da Æ = 16 ist. 
3 * 


36 David Hilbert, Beweis für die Darstellbarkeit der ganzen Zahlen u. s. w. 


Durch Zusammenfassung des Bisherigen erkennen wir, da 
jede in dem durch die Ungleichungen 
K[z"+(x+1)Y]JEU< KT: + (x +1)]+ 2" 
bestimmten Intervalle J, gelegene ganze Zahl U sich in der Gestalt 
LE. pli(Pi+ QD 
darstellen läft. Von einem hinreichend grofen x an greifen nun 
diese Intervalle J, übereinander derart, daB die grôBte Zahl von 


J, grôüBer als die kleinste von J,,, ist; in der Tat haben wir gewif 
K[x"+(x+1)]+2" > K[(x +1) +(x+2)], 
sobald ee 
2VK 
LR — 5 — 
VK+I—VX 


genommen wird. 
Es lassen sich also alle ganzen Zahlen U die eine gewisse 


GrôBe S überschreiten, in der Gestalt 
> k,(P;+ Q7) 
= ER AE 
darstellen, wo ?,, Q, gewisse 2 N* positive ganze Zahlen bedeuten. 

Bezeichnen wir den Generalnenner der rationalen Zahlen k, 
mit G, so folgt aus dieser Darstellung nach Multiplikation mit G, 
daf gewiB jede oberhalb der Grôfe GS gelegene und durch G 
teilbare ganze Zahl sich als Samme von n‘* Potenzen positiver 
ganzer Zahlen darstellen läft, so daf deren Anzahl unterhalb 
einer Schranke liegt, die nur von # abhängt. Folglich gilt dies 
auch für jede durch G teilbare und daher auch für jede nicht 
durch G teilbare ganze Zahl. 

Zum SchluB sei noch bemerkt, daB man mit Rücksicht auf die 
am SchluB des Beweises von Satz II gemachte Bemerkung durch 
das voranstehende Beweisverfahren auch zugleich eine obere 
Schranke für die Anzahl der zur Darstellung einer beliebigen 
Zahl nôtigen n* Potenzen wirklich finden kann. 

Endlich, was unseren Satz I ($S. 18) betrifft, so reicht darin 
für unseren Zweck an Stelle des 25-fachen das 5-fache über die 
Kugel #+:.:+4# = 1 zu erstreckende Integral mit (4x,+--.+46,x,)" 
als Integrand aus, worauf ich während des Druckes in dankens- 
werter Weise von verschiedenen Seiten aufmerksam gemacht bin; 
vgl. übrigens meine demnächst in den Math. Ann. erscheinende 
Arbeit über das Waringsche Problem. 


Ueber gewôhnliche lineare Differentialgleichungen 
mit singulären Stellen und ihre Eigenfunktionen. 


Von 


Hermann Weyl (Gôttingen). 


Vorgelegt durch Herrn D. Hilbert in der Sitzung am 6. Februar 1909. 


In einer aus der Umarbeïitung meiner Inauguraldissertation 
hervorgegangenen Abhandlung !) habe ich, gestützt auf die Unter- 
suchungen von Hilbert?) und Hellinger®) über die beschränkten 
quadratischen Formen von unendlichvielen Variabeln, eine allge- 
meine Theorie der Integralgleichungen mit singulären Kernen ent- 
wickelt. Während aber die in der Theorie der ,regulären“ Inte- 
gralgleichungen gewonnenen Resultate einer direkten Anwendung 
auf gewühnliche lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung fähig 
sind, bleibt in unserm allgemeineren Falle eine erhebliche Lücke, 
die nur durch Berücksichtigung der besonderen Natur der aus der 
Differentialgleichung entepringenden Kerne auszufüllen sein wird. 
In den einfachsten Beispielen (Fouriersches Integraltheorem, 
Besselsche Funktionen) ist mir dies durch direkte Rechnung ge- 
lungen“); es ist aber das Verdienst von Herrn Hilb, als erster 
Resultate von allgemeinerem Charakter betreffs der Integraldar- 
stellung willkürlicher Funktionen durch die Eigenfunktionen einer 
mit Singularitäten behafteten Differentialgleichung aufgestellt zu 


1) ,Singulüre Integralgleichungen“, Math. Ann. Bd. 66, pag. 273ff. Im fol- 
genden wird diese Arbeit als ,S. I.“ citiert. 

2) ,Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen“, 
4. Mitteilung, Güttinger Nachrichten, Math.-phys. Klasse, 1906, pag. 157 ff. 

3) ,Die Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von unendlichvielen 
Variablen“, Inauguraldissertation, Gôttingen 1907. 

4) S.I., pag. 307 ff. 
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haben!) Hilb verfährt dabei so, daf er unter ausschlieBlicher 
Benutzung der auf singularitätenfreie Kerne bezüglichen Theorie 
den schwierigen Grenzübergang, durch den Hilbert zu seinen 
Sätzen über beschränkte quadratische Formen gelangte, in den zur 
Diskussion stehenden Füällen mutatis mutandis von neuem durch- 
führt. In der vorliegenden Arbeit soll aber gezeigt werden, daB 
man die Hilbschen Integraldarstellungen auch durch direkte 
Spezialisation aus den allgemeinen, in der Integralgleichungs- 
theorie gültigen Entwicklungssätzen*) erhält und daB man auf 
diesem neuen und, wie mir scheint, naturgemäferen Wege sogar 
zu einer befriedigenden Theorie beliebiger gewüôhn- 
licher linearer Differentialgleichungen 2. Ordnung 
mit hohen Singularitäten und ihrer Eigenfunktionen 
gelangen kann. 


8 1. Orientierung über die Lüsungen der Differentialgleichung. 


Wir untersuchen zunächst die Lôsungen einer gewôhnlichen, 
sich selbst adjungierten linearen Differentialgleichung 


LU = FE (p6) Ge) au = 0, 


in welcher p(s) eine für s Z 0 definierte, einmal stetig differenzier- 
bare positive Funktion ist, während q(s) für alle s stetig und = 0 
vorausgesetzt wird. 

a(s) sei die durch die Anfangsbedingungen ?) 


«(0) = 0,  p(0)« (0) = 1 


festgelegte Lôsung von L(u) — 0. Es ist dann für s O0 stets 


ca > 0. Gäbe es nämlich einen Wert s,, für welchen pe ver- 


ds 
schwände, und wäre sogleich s, als der kleinste derartige Wert 
gewählt, s0 gäbe es einen Wert s, < s,, für den + (e (s) æ) = — . 


und also «(s,) negativ wäre. Dies enthält aber einen Widerspruch 


gegen die für 0 £ s < 5, gültige Ungleichung > 0. Damitist 


1) , Über Integraldarstellungen willkürlicher Funktionen“ (Habil itationsschrift), 
Math. Ann, Bd. 66, pag. 1 ff. 
2) S.I., pag. 301. 
u 


; d 
3) u’ Ur |—— i 
) u'(0) wird für | “E ee geschrieben. 
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bewiesen, daf 
a(s) > 0, sat für s—0 
ist. 
y(s) bezeichne die durch y(0) = 1, y'(0) = 0 bestimmte Lô- 
sung. Sie erfüllt die Ungleichungen 
y(s)Z 1, Let, für s>0. 
Alle Integrale der Gleichung L(u) — 0 lassen sich mittels kon- 
stanter Koeffizienten linear aus «(s), y(s) zusammensetzen. 
Es gibt zu jedem Wert 6 = 0 eine einzige Lôsung w,(s) unserer 
Gleichung, die den Bedingungen u,(0) — 1, u,(o) — 0 genügt. 
Um sie zu finden, hat man den konstanten Koeffizienten Z, in 


Us) = y(s)+a(s) 
so zu bestimmen, daf 
7(6)+la(o) = 

wird, was wegen ne + 0 in der Tat re ist. Für alle s gilt 
du, 
ds 
tion ed Der Wert 6 ist also eindeutig durch /, festgelegt, und 
es wird infolgedessen /, eine monotone und zwar mit wachsen- 
dem 6 monoton wachsende Funktion von 6 sein. Da auBerdem /, 
für alle © negativ bleibt, existiert der Limes 

Limie="1. 

Go = @ 
Die Funktion B(s) = y(s)+Za(s) hat dann offenbar die durch die 
Ungleichungen 


B6>0 À <o 


ausgedrückten Eigenschaften. In der zweiten Ungleichung gilt 
übrigens entweder für alle s das Kleiner- oder für alle s das Gleich- 
heitszeichen. Der letzte Fall kann offenbar nur dann eintreten, 
wenn identisch g(s) = 0 ist. 

Satz 1: Unter den am Anfang formulierten Vor- 
aussetzungen hat die Gleichung L(u) — 0 eine Lôsung 
B(s), für welche 

BO=1; 86>0 <0 (620 
A mg 

1) Vgl. hierzu Kneser, ,Untersuchungen über Differentialgleichungen“ (1. 

Aufsatz), Crelles Journal Bd. 116, pag. 192. 
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Von diesem Ergebnis allein werden wir im folgenden Gebrauch 
machen. Der Vollständigkeit halber aber môgen hier noch einige 
weitere Bemerkungen über unsere Differentialgleichung Platz 
finden. 


Satz 2: Die notwendige und hinreichende Bedin- 
gung dafür, da sich die sämtlichen Integrale von 
L(u) = 0 für s — © bestimmten endlichen Grenzen an- 
nähern, besteht in der Konvergenz des Integrals 


D'etpin 
p(s) 
(0=tI< s< co) 


Eine Ausnahme bildet nur der Fall, in dem qg(s) iden- 
tisch Null ist. 


Beweis: Setzt man 


DO = [ (29 à, 
P (6) 
(O<rT<i<;s) 


so ergibt sich für die Funktion y(s) wegen y'(0) = 0, (5 =1 
die Ungleichung 


0 LEZ f'amér, 


r(5)=1+D(s). 
Fühbren wir andrerseits in der Differentialgleichung L(u) — 0 
die Abkürzung 


26 = 200 € 


ein und schreiben 5 = r(s), so haben wir, um y(s) zu finden, 
das simultane System 

du 

ds re r(s)-v, 

dv 

FRS q(s)-u 


unter den Anfangsbedingungen (0) = 1, v(0) = 0 zu integrieren. 
Wir teilen dazu das Intervall O..s in x gleiche Teile und be- 
stimmen die Zahl w,, aus dem folgenden System linearer Gleichungen 
für die Unbekannten u,, v, (à — 0, 1, .., n): 
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il UD 0, 
S 
nan te 
(& = 0, 1,.., n —1) 


$ 
Din ts Fa QU 


in welchem y, für (À) q, für a) gesetzt ist. Falls wir dann 


(unter Festhaltung des Endpunktes s) die Zahl x der Teilpunkte 
unbegrenzt wachsen lassen, konvergiert w, gegen y(s). Die linearen 


Gleichungen liefern aber 
k—1 


S 2 
Ua = U + () Ty D dus 
i—=0 
Da infolgedessen 1=<u,<u,..<u<..<u, ist, so folgt 
D 
PE ) Te di 
Wu = nf + (5) rx 2 | £Lure\"/ © 


Durch Multiplikation derselben ergibt sich 
x) At) 


ge | sl 


und daraus durch Grenzübergang 


79 <e 


Mithin ist die Endlichkeit von 
De limeD (6) 


s—= © 


gewiB die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daB sich 
y(s) für s — ©o einer bestimmten endlichen Grenze annähert. Da 
aber auch B(s) gegen eine Grenze konvergiert und die beiden Inte- 
grale B(s), y(s) von einander unabhängig sind, falls q(s) nicht iden- 
tisch verschwindet, ist damit unser Satz bewiesen. 


Eine zweite Bemerkung ergibt sich aus der Identität 
d d 
20 (60% À) = 1 
Da nämlich die beiden Terme 
da dB 
P(S)B(S) 3: —PE)a(s) 7, 


aus denen sich der links stehende Ausdruck zusammensetzt, beide 
positiv sind, künnen sie für kein s die Zahl 1 überschreiten. Unter 
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œ 
Benutzung der Differentialgleichung folgt daraus, daë f g(s) B(s) ds 
0 


konvergiert und 
BO fa «(0 dt, «(s) fat BE dt 


zwischen endlichen Grenzen bleiben. Falls also das Integral 
a 

fa(s) ds divergiert, ist notwendig lim B(s) = 0, und es muf 
‘s 8= © 


überhaupt jede Lüsung u(s) der Differentialgleichung, welche für 
s= 0 die Bedingungen 


du 
u(s) > 0, as <0 
erfüllt, dieser Limesgleichung genügen, d. h. eine solche Funktion- 
ist notwendig bis auf einen konstanten Faktor mit B(s) identisch. 
Infolgedessen besitzen unter der jetzt gemachten Vor- 
aussetzung die sämtlichen in dem Winkelraum zwi- 
schen B(s) und y(s) verlaufenden Integralkurven der 
Gleichung L(u) = 0 im Gebiet s—0 ein einziges Mini- 
mum. Da identisch in s 


—paf" = paa F = dede pi 
a 4 a” 
ist, ergibt sich, falls fq(s) ds divergiert, 
‘0 
D 
s—o 


Nähern sich also unter dieser Voraussetzung die sämtlichen Inte- 
grale von L(u) — O0 bestimmten endlichen Grenzen, s0 ist B(s) 
diejenige Lôsung, welche am raschesten gegen ihren 
asymptotischen Wert konvergiert. 


$ 2 Die Greensche Funktion des Differentialausdrucks L(u). 


Es sei p(s) wieder eine durchaus positive, einmal stetig diffe- 
renzierbare Funktion von s. Von der stetigen Funktion g(s) 
hingegen wollen wir jetzt nur annehmen, da sie für 
alle s oberhalb einer festen Grenze c bleibt; es bedeute 
c etwa die grôBte Zahl, welche die Eigenschaft hat, daB für alle s 
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qa(s) = c 


ist. Wir betrachten dann an den Parameter À enthaltende Schar 
von Differentialgleichungen 


(1) L()+1u = + (PO Te) -d@u+au En 


für deren Lôüsungen auferdem an der Stelle s — 0 eine homogene 
Randbedingung 


du 
(2) Lru(s) + HT] = 0 
vorgeschrieben sei; k, H sind zwei von 4 unabhängige Konstante, 
die so gewählt sein môgen, da h°+ H° — 1 ist. 
Wir ziehen zunächst nur Werte 4 < c in Betracht. Für diese 


besitzt die Gleichung (1) nach $ 1 eine einzige Lôsung B,(s), für 
welche 


BO =1, lim 86) = 0 
ist. «;(s) bezeichne die durch «;(0) = 0, p(0)«;(0) = 1 bestimmte 
Lôsung von (1). Wir bilden die folgende Funktion 
D(A:8, 0 = af) BD für s<4 
— at) Bis) für é <s. 
Schränken wir die Variabeln s, é auf ein endliches Quadrat 
0£; Æ b ein, so stellt diese Funktion einen stetigen symmetri- 


schen Kern dar, auf welchen wir die Fredholm-Hilbertsche 
Theorie der Integralgleichungen zur Anwendung bringen kônnen. 
Ist 1, ein Eigenwert und œ(s) eine zu À, gehôrige Eigenfunktion 
dieses Kerns, d.h. 


O2, fn: s,t)p(t}dt = 0 (0Z=s<b) 


so genügt p(s) der Gleichung 
L(g)+(4+4) = 0 
und den Randbedingungen 
[ps], = 05  [p(s) BE) — ps) BU), =, = 0. 
Daraus folgt, daf 
(3) 12Z2c—->0 


44 Hermann Weyl, 


ist. Würde nämlich 4+ 1, <c sein, so wäre, wenn wir das Vor- 
zeichen von œ(s) durch (0) = 0 festlegen, nach $ 1 


dp 


= 0. rs UÛ, 
ds 


p(s)>0, 
mithin 

pÉ)BE)<0,  Y@)B) 0, 
was der zweiten Randbedingung widerspricht. Aus der damit be- 
wiesenen Ungleichung (3) folgt, daB für alle stetigen Funktionen 
v(s), für die 


(oo) 
f(v(s)) ds £1 
‘0 

ist, die ,quadratische Integralform“ 


bb 
JT G: s,t) v(s)v(é) ds dt 
00 


zwischen den Grenzen 0 und ee bleibt'). Wegen der Symmetrie 


von I, kônnen wir allgemeiner 


fre: st) o(s)a(e) ds dt | < — V few) ds ft (9) ds 


schreiben. Setzen wir darin speziell, indem wir unter a eine Zahl 
<< b verstehen, 


v(s) = a;(s) für 0<s< a, 
0 für a<s<b 


w(® =0 für 0<t<a, 
= BE) für a<t<b, 


] 


so verwandelt sie sich in 


ICOLHICOLEE _ V Jet) as f(Be) ds 


Diese Ungleichung ergibt, daB B,(s) im Intervall 0 = s < co qua- 
dratisch integrierbar ist und daB die Relation 


e 2 F. 2 1 

% (c())" dé 1è (B;(t)) ET; 
besteht, die die Art der Abnahme von B,(s) mit der Stärke des 
Anwachsens von a;(s) verknüpft. Daf B(s) quadratisch, ja sogar 


1) Hilbert, 4. Mitteilung, Gôtt. Nachr. 1906, pag. 460. 
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absolut integrierbar ist, lassen übrigens schon die Entwicklungen 
am SchluB des vorigen $ erkennen. 

Endlich stellen wir uns, vorausgesetzt daf 
(4) h+ HB;(0) + 0 
ist, die Funktion 

TG5,0 = D5,0 0 mao PO 
p(0) (++ HB;(0)) ‘? 
her. Diese hat (für ein festes 1) die folgenden Eigenschaften : 

1) T4; 5, t) ist eine stetige, symmetrische Funktion der beiden 
Argumente s>0, 4=0; 

2) für jeden festen Wert von { genügt I' als Funktion von s 
der Differentialgleichung (1), solange s + é ist, und der Randbe- 
dingung (2); 

3) an der Stelle s = t erleidet die Ableitung von I nach s 


den Sprung — rs 


© 
4) das Integral FTG;s, t)) ds existiert und ist eine stetige 
0 


=t+s 


Funktion von f; 


ffré: 8,1) v(s)v(é) ds dt 


00 


à) bleibt für alle stetigen Funktionen 


(se) 
v(s), deren quadratisches Integral f(v(s)) ds 1 ist, und für alle 
‘0 


b unterhalb einer festen endlichen Grenze. 

Wir nennen allgemein, falls es zu einem 4, sei dieses nun 
< c oder =c, eine Funktion l(1;5,f) mit diesen Eigenschaften 
gibt, l' die zu der Randbedingung (2) gehôrige Green- 
sche Funktion des Differentialausdrucks L(u) + Au. 
Von der üblichen Definition!) weicht die hier gegebene dadurch 
ab, daf an Stelle einer Randbedingung für s — co die Forderung 
getreten ist, daB T'(4;s,t) im Sinne der Theorie der singulären 
Integralgleichungen einen beschränkten Kern?) vorstellen soll. 


1) Hilbert, Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integral- 
gleichungen, 2. Mitteilung, Gôttinger Nachrichten 1905, pag. 217. 
2) S.I, pag. 276. 
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Von denjenigen Werten 1, zu denen in dem eben erklärten Sinne 
keine Greensche Fanktion existiert, sagen wir, sie bildeten das zu 
der Randbedingung (2) gehôrige Spektrum der Differential- 
gleichuang L(u) = 0. 

Wir wollen zeigen, da die Ungleichung (4) für alle Werte 
À < c, hôchstens mit Ausnahme eines einzigen, erfüllt ist. Dazu 
genügt es, zu beweisen, daf B/(0) in dem Gebiet 1 < c eine mit 1 
monoton wachsende, stetige Funktion von À ist, die in keinem 
Intervall konstant bleibt. In der Tat: sind 4 < y irgend zwei 
Zahlen < c, so ergibt sich aus den Differentialgleichungen 


L(B;(s)) + 4845) = 0, 
L(BA(S)) + uB,(s) = 0 


in bekannter Weise 


d d 
DO (8 D — BD) = (u — 2) BD BE dt + # 
. dpu d f) . . ' 
Da sich p(s) PES p(s) zwischen endlichen Grenzen bewegen (s. 


den letzten Absatz von $ 1), ist die Konstante # notwendig = 0; 
indem wir s — 0 setzen, ergibt sich demnach 


»OIBLO) — B{O) = (uw — à) f'BA( 8 dé 
0 


womit unsere Behauptung erwiesen ist. 

Da es uns allein auf die Theorie der .einparametrigen Gleichungs- 
schar (1) ankommt, dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemein- 
heit annehmen, da c = 1 und 


h+ HB!(0) + 0 


ist, wenn wir, der in $ 1 gewählten Bezeichnung entsprechend, 
a(s) = «(s), B,(s) = B(s) schreiben. AuBerdem setzen wir noch 


G(s, l) = 1, (0; S, t), G(s, t) == T0; 8, t). 


Von dem beschränkten Kern G(s,{) gehen wir mittels eines passen- 
den vollständigen Systems von Orthogonalfunktionen ®,(s), ®,(s), ..… 
in der bekannten Weise!) zu der beschränkten quadratischen Form 
G(x) der unendlich vielen Variablen x,, &,,... über. Das Spek- 
trum dieser Form stimmt mit dem oben definierten, zu der 
Randbedingung (2) gehôrigen Spektrum der Differentialgleichung 
L(u) = 0 überein. Die Begriffe ,Punktspektrum“ und ,Strecken- 


1) Hilbert, 5. Mitteilung, Gôtt. Nachr. 1906, pag. 462 und S.L., pag. 281. 
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spektrum“ übertragen sich dadurch ohne weiteres von der qua- 
dratischen Form G{(x) auf die Differentialgleichung. Mittels des- 
selben Orthogonalsystems, welches G(s,f) in die Form G(x) über- 
fübrt, geht die Greensche Funktion l(4;5,t) für die nicht dem 
Spektrum angehôürigen Werte 1 in die ,Resolvente“!) l'(4;x) von 
G(x) über. 

Um die bisherigen Betrachtungen dieses $ in einen einheit- 
lichen Satz zusammenzufassen, beachten wir noch, daB das Spektrum 
der Differentialgleichung notgedrungen ins Unendliche reicht. Wäre 
nämlich das Gegenteil der Fall, so müfte 


frac, t)v(s) v(é) ds dt 
‘o'o 


für alle abteilungsweise stetigen Funktionen v(s), deren quadrati- 
sches Integral 1 beträgt, oberhalb einer festen positiven Zahl 
liegen. Davon, daB dies nicht zutrifft, überzeugt man sich, indem 


man etwa v(s) — _. für O<s<O, v(s) — 0 für sd setzt 


und Ô hinreichend klein wählt. Als Resultat ergibt sich so der 

Satz 3: Das zu einer beliebigen homogenen 
Randbedingung gehôürige Spektrum der Differential- 
gleichung L(u) — 0 liegt, abgesehen vielleicht von 
einem einzigen Punkte, ganz in dem Gebiet 4Zc. 
Nach der positiven Seite hin reicht es ins Unend- 
liche. 

Die Anwendung der Greenschen Funktion stützt sich auf den 
folgenden 

Satz 4: Die Integralgleichung erster Art 


Œ) fo = fat, 070 
0 


hat dann und nur dann eine stetige, quadratisch 
integrierbare Lôsung g(s), falls f(s) zweimal stetig 
differenzierbar ist, der Randbedingung (2) genügt 
und f sowie L(f)im Intervall 0<s<co quadratisch 
integrierbare Funktionen sind. Unter diesen Um- 
ständen wird die Lôsung von (b) durch 


g(s) =—L(f) 
geliefert. 


1) Hilbert, 4. Mitteilung, pag. 174. 
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Beweis: Da die verlangten Bedingungen zur Auflôsbarkeit 
der Integralgleichung (5) mittels einer stetigen, quadratisch inte- 
grierbaren Funktion g(s) notwendig sind, ist ohne weiteres ersicht- 
lich. Bezüglich der Tatsache, daB f(s) quadratisch integrierbar 
sein muf, vergl. pag. 283 meiner Annalenarbeïit S. I. 

Erfüllt umgekehrt f(s) jene Bedingungen und setzen wir 

g(s) = — L(f), 
so ergibt sich als Wert der Funktion 


fs) = [G(6,0) 90 dt 
0 
für s£ a durch partielle Integration der Ausdruck 


fs) = fs) + » (a) [f(a) B'(a) — F'{a) B(o)] #(s), 
in welchem #(s) die durch 


H 
20 = 0 ou + Fo) PO 
definierte Lôsung von L(u) — O bedeutet. Der auf der rechten 
Seite auftretende Faktor von #(s) konvergiert mit unbegrenzt 
wachsendem «a gegen eine Grenze 


P — 240) {0 80) — F0) BUO] +. 'a(s) 8) ds 
Es ist also 


FE)+F0(s) = fs, 0 (0 à. 


Se 
Da der Kern G(s,t) beschränkt ist, ist [G(s, t) g(6) dt im Intervall 
‘0 


0 = s < co quadratisch integrierbar. Das Gleiche gilt nach Voraus- 
setzung von f(s); es würde also, wenn Z* +0 wäre, auch 8(s) 
quadratisch integrierbar sein. Da dies nicht der Fall ist, muf /* 
den Wert 0 haben. Damit ist der Beweis von Satz 4 erbracht, 
aus dem man wiederum ersieht, in welcher Weise die zweite Rand- 
bedingung in unserem Falle durch die Forderung der quadratischen 
Integrierbarkeit zu ersetzen ist. 


$ 3. Fülle, in denen die Eigenwerte diskret liegen. 


In diesem $ soll kurz auf die wichtige Frage eingegangen 
werden, wann sich das Spektrum der Differentialgleichung L(u) = 0 
verhält wie das einer Differentialgleichung ohne singuläre Stellen. 
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Satz db: Ist lim q(s) — ©, so besteht das zu einer 


beliebigen re gehôürige Spektrum von 
L(u) = 0 nur aus isolierten Eigenwerten. 


Beweis: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daB das Spektrum die in diesem Satz ausgesprochene ein- 
fache Zusammensetzung hat, besteht darin, daf G(x) eine voll- 
stetige!) quadratische Form ist. Da sich aber G(x) von der zu 
G, (s,t) gehôürigen Form G,(x) nur um das Quadrat einer Linear- 
form unterscheidet, kommt es allein darauf an, über die Vollstetig- 
keit von G,(x) zu entscheiden. 


Ist die Voraussetzung des Satzes 5 erfüllt, so kann man zu 
einer beliebigen positiven Zahl & ein a so bestimmen, daB 


g() = — füs = a 


ist. Nach den zu Satz 3 führenden Ueberlegungen ist dann für 
alle stetigen Funktionen v(s), für die 


_ 
LE(S) ds € 1 
0 
ist, 
œ 
(6) 0 = JJ (sb v(s)e(t) dsdt € &. 
Setzen wir also 
GO(s,0) = G (0 für; Z & 
D für alle übrigen Wertepaare (s, 6), 
a@ Et für ; ra, 


— G,(s,t) für alle übrigen Wertepaare (s,t), 


so wird 


FF CL (0) dat = 2 jf (Go) asat — J'J(E, (0) ds à 
LAS 00 0 0 


existieren. Demnach ist die dem Kern qe (8, t) korrespondierende 


quadratische Form G9 (x) vollstetig, und es gilt nach (6) 


1) Hilbert, 4. Mitteilung, pag. 201. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1909. Heft 1. 4 


4 * 
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0 = GO (x) = G, (x) — (x) & à. 


Diese Ungleichung ergibt die behauptete Vollstetigkeit von G, (x). 
Setzen wir allgemein 
lim inf g( == c 
8 = @ + 


so erhält man durch ein äbhnliches SchluBverfahren den Satz, daf 
die Häufungspunkte des Punktspektrums und das 
gesamte Streckenspektrum notwendig dem Bereich 
1Z=€angehôren. Von dieser allgemeinen Tatsache spricht der 
Satz 5 nur einen speziellen Fall aus. 

Auch wenn p(s) mit wachsendem s hinreichend stark gegen co 
konvergiert, wird L(u) = O nur diskrete Eigenwerte besitzen. 


co a 
Das Doppelintegral ff (G,(s,t)* dsdt existiert nämlich, falls die 
00 


Funktion 


[2e] 


CONICON 


£s 


im Intervall 0 = s < co integrierbar ist. Es ist aber 


ONCE COL OILOLEECLON TOI EAOTO) 


wo C eine Konstante ist (s. $ 1); weiter gilt 


B(s) re 2 dé const, À dt 


a(s) pe = (5) J PO 
Aus diesen Abschätzungen folgt, da 6 


œ œ@ 


LE(S, 0) dsdt 


[oo] 
sicher dann existiert, falls das Integral [2 kon- 
0 


vergiert. 
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$ 4 Die aus der Differentialgleichung entspringenden 
Integraldarstellungen. 


Unter p(s;4) soll die den Anfangsbedingungen 


fps: 2) +480) 0 
[- Hp +R], EN 


genügende Lôsung von 

L(g) +419 = 0 
verstanden werden. Die Frage, die in diesem $ behandelt werden 
wird, ist dann die, wann sich eine Funktion f(s) als lineare Kom- 
bination der den Werten 4 des Punkt- und des Streckenspektrums 
entsprechenden Funktionen o(s;1) darstellen läft. 

: Dazu wende ich auf den beschränkten Kern G(s,f) die Resul- 
tate und Bezeichnungen meiner Annalenarbeit über singuläre 
Integralgleichungen an, indem ich den dort benutzten Kern Æ{s,t) 
mit ((s,é) identifiziere. Für jede abteilungsweise stetige, qua- 
dratisch integrierbare Funktion g(s) erhalte ich dann eine Relation 
der Form 


œ + oo (a, j'A° (s;4)g(s) ds) 
DR GO EEE DE er 


in welcher {} die Zusammenfassung gewisser quadratischer, dem 
Punktspektrum zugehôriger Glieder bedeutet. Die Funktionen A° 
erfüllen die folgenden Relationen): 


ee) 
J'AA°(:2)2, A°(s;2)ds = 4,0 (2), 
0 


@) PA (52) 2, À (s:2)ds = 0 Gi +2) 
0 


oo 


JA (s: 1) — fu-du f G(s, 4) A (6; u) dt. 
(0) v 


4,,4,,4 sind beliebige Intervalle der Spektrumsvariablen 4, bezw. 
die auf diese Intervalle sich beziehenden Differenzsymbole; Z,, 


1) Vgl auch Hellinger, 1.c., pag. 56. 
4* 
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bedentet das gemeinsame Unterintervall von Z,,4,, das aus allen 
Punkten 4 besteht, die sowohl zu Z, als auch zu 4, gehôren. 
Falls ein solches nicht existiert, ist unter Z,,00 die O zu ver- 
stehen. 


Der Abkürzung halber setze ich 


(e») 
B°(s;4) — J G(s,t) A° (6; 4) dt, 


HS = HB%(s: DHE Bo (s: CDI 


L r (OP 
_ FO + 450) JO (t; 4)dt. 


Dann ist 0,(4) eine stetige Funktion von beschränkter Schwan- 


je 2 
kung, und es existiert a _ als stetige Fanktion von 4; zufolge 
0 


(7) gilt die Ungleichung 


cn de” = | p(0)(% + GE vf (B(s))" ds. 
Ich werde jetzt beweisen, daf 
7 B0(s;2) = f'p(s; u)db,(u) 


ist. Zu diesem Zweck verstehe ich in der letzten Gleichung von 
(8) unter 4 das Intervall 4... 1 + : dann folgt 


pe 


- eco u) 
— À1.4B"(s;1) Drm )— B°(s;4") }, 


AA%(8;4) — [uB° (s; ul, 


wo À ein gewisser von s abhängiger, aber jedenfalls dem Inter- 
vall 4..1+e angehüriger Wert ist. Da B(s;1) eine stetige 
Funktion des Variablenpaares (s; 1) und 


— AA°(s;,4) — L(4B°(s;1)) 
ist, ergibt sich daraus, da 


JB" JB" 
HER ÈS 


cine Funktion ist, die, wenn wir 4 festhalten, dagegen « nach 0 
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streben lassen, gleichmäfig in der Variablen s (falls diese auf 
irgend ein endliches Intervall beschränkt wird) gegen 0 kon- 
vergiert. 

Andrerseits ist 


Lx Jrcina0)+ kr fotiwdt 


= x J CPLODLIO 


Die rechte Seite konvergiert aber wiederum mit abnehmendem € 
gleichmäfig für 0 = s = a gegen 0. Das Gleiche gilt demnach 
auch für 

49 


(10) 2 () on 


. 48 
À 
wenn 


2 
@(s;4) = B°(s;4)— [ p(s;u) db, (u) 
0 


gesetzt wird. © erfüllt die Randbedingungen ') 


810 


09 


00 : 
|- HO + Se] — b,(à) RE = 0, 
aus denen 


= 0 


8= 0 


e.= [# 


@ 
110 
Daraus und weil der Ausdruck (10) gleichmäfig in s gegen 0 geht, 
ergibt sich, daB 


folgt. Die gleichen Randbedingungen erfüllt also auch 


48 . d@(s;4) 
nn RQ DA De” 0 


sein muf. In der Tat: bezeichnet man im Intervall 0 £ s = a mit 
Q das Maximum von |g(s)—4|, mit Ô das absolute Maximum des 


Ausdrucks (10), mit P das Minimum von p(s), so kann a für 


1) Dabei ist, wie es der S.I, pag. 292 gegebenen Definition entspricht, 
B‘°(s;0) — 0 angenommen. 
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0<s<a nirgends grôBer sein als die im Punkte s — 0 samt 
ihrer Ableitung verschwindende Lôsung der ,majoranten“ Diffe- 
rentialgleichung 

du 


ds* 
d. h. es ist ' 
10) Ô x8 — 8 70) 
A ee A Eu Ps 
ÉAlsba si 2} (= VS) 
[für 0Z=s=< a]. 


Damit ist unsere Behauptung erwiesen, und wegen B(s;0) — 0 
folgt aus ihr die Gleichung (9). 
Setzen wir schliefSlich 


À 
c;(4) FT. Ju db,(u), 
0 


P — Qu + 0, 


so gilt 
4 
A°(s;2) = fy(s;u)dc,(u). 
0 


Wegen der über b,(4) festgestellten Tatsachen existiert 


à +00 


d { ä Fr] db, £ 
a,(à) = 1 ge Æ À J De 


und stellt eine stetige monotone Funktion von À vor. Aus der 
hingeschriebenen Abschätzung (die sich übrigens auf den absoluten 
Betrag von a (4) bezieht) folgt die in endlichen Intervallen gleich- 
mäBige Konvergenz der Reiïhe 
a () + a, (4) +: = eU). 
Die Funktion 
à dAV de, 


A°(s;4) = age 


0 
lä8t sich offenbar in der Form 


J p(s; u)da,(u) 


darstellen und besitzt auBerdem die Eigenschaft, daB 


AS C2) 

Jr ç;ayas = [OU = da,(0 
| ; Cire 

ist”), Wegen 


1) S. I, pag. 296. 
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à 
ee Ô . 
AG; 2) = ps; 2) (3) — f'a(u) PÊEE du 
0 
konvergiert die Reihe 
2 sdst À 
A°(S4)+ A°(s54)+:.. = P(s;2) = f[p(s; u) do(u) 
0 


gleichmäfiig in jedem endlichen Gebiet der (s; 4)-Ebene. Infolge- 
dessen ist 


Je: 2)) ds = lim j'a (8; 4)+ + +. + A (5; 1))'ds 
0 n—=®@"g 
£ Him (AV (502 + + A8 (5 de — fa) + fa) +++ = lea 


und es ist demnach P(s; 4) nach s im Intervall 0 = s < © quadratisch 
integrierbar. Entsprechend folgt 


fre: 1)— AA (s; 2) — +. — JA°(s; 1)) ds < La,,,(4) + Za,,(4)+., 
und hieraus ergibt sich, daf 
f@P(:; 2) ds = 20) 
oder etwas Rat 
(11) farés 1)2,P(s: 1)ds = 4, 0(4) 


für beliebige Intervalle Z,, Z, ist. 


Bezeichnet jetzt in der Formel (7) g(s) zunächst eine Funk- 
tion, die auBerhalb des endlichen Intervalls 0=<s<a identisch 
verschwindet, so existiert 


ft pt; 0 ds = 0). 


Für eine derartige Funktion g(s) ist 


+@ (se) 


(à J'AO(S; 2) g(s) ds) +00 
: "Q)(de) _ 
je pe no né RAGis 


oo —@0 


und (7) verwandelt sich, da y*(4) nach 4 stetig differenzierbar ist, in 


fac ds = | | + fr 0) de(A). 
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Durch Einführung der Fanktion P(s; 4) kônnen wir diese Gleichung 
in die Gestalt bringen 


: PF f Pt: D9( ds) 
(12) feras - ses 
0 —@@ 


Unter Benutzung der Orthogonalitätsrelation (11) und der Schwarz- 
schen Ungleichung läft sich diese Beziehung dann sofort wieder 
auf beliebige stetige, quadratisch integrierbare Funktionen g(s) 
ausdehnen!). Durch ,Polarisation‘ gewinnen wir aus (12) eine 
analoge Formel für das Integral 


Je OA dt, 


in welchem (f) eine weitere stetige, quadratisch integrierbare 
Funktion bedeutet, und wenn wir speziell?) 


h(t) = G(s,t) 
setzen, eine Darstellang der Funktion 
co 
f(s) . Œ(s,t)g(0) dt 
in folgender Grestalt : 


16 = 3 0, p652) + fP6: DAT Q) 


Dabei ist die Summation über alle Werte 4, des Punktspektrums 
zu erstrecken, und das Koefficientensystem C,, 41" bestimmt sich 
aus 


PE nr A 5), 
T().= n f(t) P(; À) dt. 

Nach Satz 4 ist p(s; 1) sicher dann eine zu À gehôrige Eigen- 
funktion, wenn IC (s; 4)) ds endlich ist. Analog werde ich zeigen: 
Hat eine stetige Funktion £(4) die Eigenschaft, daf 
UT Die Soamivele beruht auf dem in meiner Dissertation pag. 7 allge- 
mein formulierten ,Konvergenzsatz für beschränkte quadratische Formen“; vergl. 


Hellinger, Dissertation, pag. 56 f. 
2) Hilbert, 6. Mitteilung, pag. 455. 
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f | ÿ p(s;u) dE (u)Ÿ ds 


existiert und eine stetige Funktion von 1 ist, so genügt 


À 
Z(s;1) = [p(s; u) &é(u) 
0 
der Gleichung 


(13) 12(5:3) = fu d, f (à Z(E u) dt. 
(4) 0 


© 

In der Tat: da :k (Z(s; 4)} ds nach Voraussetzung stetig ist, folgt 
0 

leicht, daf 


a 


JE (Z(s; 2)) ds 


0 


mit wachsendem a gleichmäfig in 2 (falls dieses in einem endlichen 
Intervall Z varïüert) gegen seine Grenze konvergiert, und also 


Jaafec,nztwd = 4 (u f'ec:9zt: wa) 


@ a 
— ffG(s:0 Zu) dtdu = lim fud,f G(s, 0 ZE; u) dt 
(a) 0 PE CA) 0 
ist. Es besteht aber für 0=s<a die Gleichung 
p(s;2)—1/fG(s t)p(t;2)dt — v,(2) (5), 
‘0 


in der v,(4) eine leicht anzugebende Funktion von 4 allein ist. 
Aus den beiden letzten Formeln ergibt sich 


© 

(4  fudf'&(:0Z(u)dt = fo(s;u)dé(u) +7* (5) 

(1) 0 (2) 

— AZ(s;1)+**#(s). 

Die Konstante Z* ist dabei notwendig — 0. Denn wegen der 
Ungleichung 

5 œ 2 Go (ea a 

f! fa, ? Z(E; u) dt de] &<an [ f(| &(s, o Z(t;u)dt) dsdu 

0 “(4) 0 (4) 0 "0 

ist die linke Seite von (14) quadratisch nach s integrierbar. 
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Damit ist (13) bewiesen, und ein von mir aufgestellter Satz !) 


2 
lehrt nun, daf _. im Endlichen integrierbar und also 


fuz (s: 4) ds — = Re (@Y 


(4) 
ist. Erfüllt die Funktion £(4) für jedes Intervall Z die Relation 
œ 
(15) 1 HÉOPLOLEY 0 
0 (A) 
so muB demnach 
(A) 


und a fortiori 
(16) 0< 4 <= dQ 


sein. Ist umgekehrt £ eine stetige Funktion, die für jedes Inter- 
vall der Bedingung (16) genügt, so folgt daraus (15). 

Satz 6: Die Basisfunktion o(1) ist (bis auf eine 
additive Konstante, die durch (0) = 0 festgelegt 
werde)eindeutig durch dieEigenschaft bestimmt, daf 
eine beliebige stetige Funktion £(4), die für alle Inter- 
valle Z der Spektrumsvariablen die Ungleichung (1b) 
befriedigt, auch in jedem Intervall der Beziehung(16) 
genügt, und umgekehrt. 

Setze ich r(4) = 0, falls q(s; 2) nach s nicht quadratisch inte- 
grierbar ist, im andern Fall aber 


1) Unmittelbar lehrt jener Satz (S.I., pag. 299 f.) nur, daB es eine Funktion 


= à (dé)? 
£ gibt, für die J _. eine stetige Funktion von 4 und 
0 


f dP(s;u)dE(u) _ À : 
Z (8; 1) : u) d 
( +) oc An) = Je 6:n) dt) 
ist. Die Identität in 8,1 

à 

Jo G:u) (GE — di) = 0 

0 
bleibt aber offenbar bestehen, wenn wir (s;u) durch 


ôp(s; 
— Hp(s;u)+n PGA 


2 2 
ersetzen, und indem wir dann speziell 8 — 0 nehmen, folgt f dé — J' dé. 
"0 0 


Ueber gewôhnliche lineare Differentialgleichungen usw. b9 
1 
r (4) RO LR Eur 
flots; 4)" ds 
0 


so läBt sich dem Satz 6 das folgende Analogon gegenüberstellen : 
jede Fanktion #(4), die für alle 4 die Ungleichung 


fl (6: 2200)" ds < 2 (4) 


befriedigt, genügt auch der Relation 
0<2(4)<r(1), 


und umgekehrt. 
P(s; 4) erfüllt für jedes Intervall Z die Gleichung 


JdP(s;2) = fp(s; 2) de (), 
(4) (a) 


die kürzer durék 


(17) dP(s;1) = p(s;1)de() 
angedeutet werden kann. Entsprechend setze ich 
(7) E(s;1) = p(s;4)r() 


und nenne R(s;1) die zu 4 gehôrige Eigenfunktion, dP(s;À) 
das zu À gehôrige Eigendifferential; die erstere verschwindet 
identisch in s, falls À kein Wert des Punktspektrums, das letztere, 
falls À kein Wert des Streckenspektrums ist. 


Satz 7: Jede der Randbedingung (2) genügende, 
zweimal stetig differenzierbare Funktion f(s), für 
welche f und ZL(f)im Intervall 0 ..-co quadratisch inte- 
grierbar sind, läBt sich in absolut und gleichmäBig 
konvergenter Weise mittels der Lôsungen (s;1) der 
Gleichungsschar L(u)+Au = 0 in der Form 


FO = S 5652 00+ fo Dar 


darstellen. Das Koeffizientensystem C, dl" berechnet 
sich dabei aus den in (17), (17) definierten Eigenfunk- 
tionen R(s; 1), bezw. Eigendifferentialen dP(s; 1) mittels 
der Formeln 


Dee JO R(; à dt, 47) = ffO 4P(E: 24. 
À 


0 
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$ 5. Die Hilbschen Integraldarstellungen. 


An den von Hilb behandelten Beispielen werde ich zeigen, 
in welcher Weise die schwierigste Aufgabe, die bei Unter- 
suchung spezieller singulärer Differentialgleichungen übrig bleibt, 
nämlich die Berechnung der durch Satz 6 charakterisierten Funktion 
o(4), bewerkstelligt werden kann. Um mich der Hilbschen Dar- 
stellung môglichst zu nähern, nehme ich jetzt 0=s<1 als Inter- 
vall der Differentialgleichung und verlege die singuläre Stelle aus 
dem Unendlichen nach s — 0. Es handelt sich dann um die 
Theorie der Differentialgleichung !) 

(18) Lt + au = (s 1 DE) — atoou + au any 

in der sich /(s), g(s) in der Umgebung des Stückes 0 = s< 1 der 
reellen Axe regulär-analytisch verhalten und aufBerdem {(s) für 
O=s<1 durchaus positiv ist; der Einfachheit halber werde 
1(0) = 1 vorausgesetzt. An dem Endpunkt s — 1 sei eine beliebige 
homogene Randbedingung vorgeschrieben ?). 

Nach der Fuchsschen Theorie besitzt die Gleichung (18) 
zwei Integrale der Form 


u(s) = SP) as) = s%B,(9), 
wo B,, B, für 0 £s£ 1 regulär-analytisch sind und die Exponenten 
e,, €, Sich aus 


e =—}+V}+ (0) —1, e =—}—V}+9g(0) —-2 
berechnen. Hieraus ergibt sich leicht, daf im Gebiet 4 < } + q(0) 
nur endlichviele Punkte des Punktspektrums von L(u) = 0 und 
4 Punkt des Streckenspektrums angetroffen wird°), Für 

1+q(0) hat offenbar (18) zwei nt Er reelle Lôsungen 
_. Hs 


12 


us) = ne (Hs), us) = re (+ 5 TS); 


I(s), H%(s) sind wiederum regulär-analytisch in s und 4; 6 — £(1) 


1) Hilb, L.c., Kap. II. (pag. 32 ff.) 

2) Bei Hilb dient als solche w(1) = 0. 

3) Man kann sich hier auf die folgende allgemeine Tatsache stützen: Ist 4, 
die kleinste Zahl, welche Häufungspunkt des Punktspektrums oder Punkt des 
Streckenspektrums ist, so hat für jeden Wert 4 > 4, die Funktion (s;1) von s 
unendlichviele Nullstellen. 
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ist an Stelle von V1—1—4(0) geschrieben. Aus ihnen setzen 
wir, wie in $ 4, unter Benutzung der vorgeschriebenen Randbe- 
dingung die Funktion 
p(s;4) = m,(4)uf/(s) + m,(1) us) 
zusammen; #,(), »,(1) sind analytische Funktionen von 4. 
Ist jetzt Z irgend ein dem Bereich À => + 4(0) angehôriges 
Intervall und ZA — (1,--4,) ein ebenfalls in diesem Bereich ge- 


legenes Intervall, das Z ganz im Innern enthält, so erkennt man 
zunächst, daf 


il (fo tiu) au) as A <1<1) 


existiert und eine stetige Funktion von 4 ist. Also mu jæ (Ge) 


existieren, und es wird, wenn wir 
[o(siu) Œ(u) = 2,Z(s; à) 
(4) 


setzen, 

(19) fr(:142 (s;1)ds — A£ 

sein. Die linke Seite von (19) läBt sich aber in der Form 

20) dim J J{ fr (6:28 (650 49) dé(u de(s) 
(42) 


schreiben. Verstehen wir unter V.(1,u) die Funktion 


ÉCOLES CETTE) 


SE 


oc 1) (si u) ds = — —— “ 


und beachten die für jede stetig differenzierbare Funktion /(f) 
gültige Ungleichung 


Joeoroa|< {re + re fireræ} 


so erkennen wir durch einfache Ausrechnung, daf 4 Va(4, u) dé(u) 


bis auf Glieder, die bei abnehmendem & gleichmäfig für alle dem 
Bereich Z angehôrigen À gegen O0 konvergieren, mit 


1,5 ; sin {(£(4)—E(u))|1ge} 
Em) J nef Ggquyer an(s) 
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übereinstimmt. Benutzen wir die Konstante 


x Fsinx 
he jl æ 7. 
2 
so ergibt sich, daB dieser Ausdruck gleichmäfig für alle in 7 ge- 
legenen Werte À gegen 


À (mt (4) + m3 (2)) 
konvergiert, und wegen der Monotonität von og(4) wird daher 


81) lim f fPeUu)dé(u)de() = & f(0) + mi (de (2 


80 (441) 
Durch diese Gleichung in Verbindung mit (19) ist o(1) bestimmt, 
und zwar wird 
de = 0 (für 4 < 4 + 4(0)) 


2 1 : 
me ne [für 12 4+9(0)]. 


Um die dadurch gewonnene Integraldarstellung in eine müg- 
lichst einfache Form zu bringen, führe ich 


p(s;2) 
s; À) — A 2 }+9(0)] 
(5:4) Vz(nè (à) + m4) -V1—3—4(0) { 
und für die nr Punkte 4; des nn die ,normierten“ 
Eigenfunktionen 


vis) = pis: 49) 
V ft; as 


ein. Dann gilt für jede im Gebiet 0 < s < 1 zweimal stetig diffe- 
renzierbare Funktion f(s), welche die Eigenschaft besitzt, daB die 
Integrale 


6 ù f 2 ; 2 f(s) 
(22) fosa, fawyas [ia 

0 0 ol Vs 
sämtlich konvergieren, die absolut und gleichmäfig konvergente 
Darstellung 
(23) f(s) = En TO OA + fus D [Ov (£; À) dt di. 

4 +4(0) 

Die Integrale (22) konvergieren insbesondere dann, wenn f(s) die : 


Form \/sh(s) hat und k(s) samt seinen beiden ersten Differential- 
quotienten bei Annäherung von s an 0 in endlichen Grenzen bleibt. 
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Genau auf dieselbe Art beweist man den von Hilb durch- 
geführten Wirtingerschen Fall!) der ein wichtiges Beispiel 
dafür ist, daf Werte À, denen oscillierende (d.i. unendlichviele 
Nullstellen besitzende) Lôüsungen p(s;4) von L(u)+4u — 0 ent- 
sprechen, darum noch nicht notwendig zum Spektrum der Diffe- 
rentialgleichung L(u) — O gehôren. Ferner ist es leicht, auch 
Gleichungen zu untersuchen, für welche beide Endpunkte des 
Intervalls 0 Æ s < © singulär sind; insbesondere erhält man dann 
das für die Besselschen Funktionen gültige Integraltheorem und 
andere, welche in demselben Sinne Verallgemeinerungen desselben 
sind, wie die von Hilb untersuchten Fälle Verallgemeinerungen 
der gewühnlichen Fourierschen Integraldarstellung bedeuten. 
Endlich führt der eingeschlagene Weg nicht minder bei partiellen 
Differentialgleichungen von elliptischem Typus?) und bei denjenigen 
Fragestellungen, welche an die von Hilbert eingeführten Inte- 
gralgleichungen 3. Art*) anknüpfen, zu allgemeinen Ergebnissen, 
wie ich in einer späteren Arbeit darlegen werde; dieser muf auch 
die Behandlung des Falles, daf g(s) keine untere Grenze besitzt, 
vorbehalten bleiben. 


1) Wirtinger, Math. Ann., Bd. 48, pag. 387. — Hilb, L.c., Kap. III. 

2) Derartige aus der Potentialtheorie entspringende Differentialgleichungen 
behandelt auch Hiülb, L c., Kap. IV. 

3) Hilbert, 5. Mitt., Gôtt. Nachr. 1906, pag. 462 ff. 


Ueber den Begriff der Deformationsarbeit in der 
Theorie der Elasticität fester Kôrper. 


Von 


J. Weingarten. 
Vorgelegt von E. Ehlers in der Sitzung am 6. Februar 1909. 


Der Name und der Begriff der Deformationsarbeit sind durch 
franzôsische Ingenieure in die Wissenschaft eingeführt worden 
In der deutschen technischen Literatur treten sie erst in der 
zweiten Hälfte des vorigen Jahrhunderts auf, nach dem Bekannt- 
werden von Lamé’s lecons sur la théorie mathématique de l’éla- 
sticité des corps solides (1852). In der rein wissenschaftlichen 
Literatur, z. B. bei G. Kirchhoff, A. Clebsch etc. finden Name und 
Begriff der Deformationsarbeit keine Erwähnung. 

Lamé definirt die Deformationsarbeit als die Arbeit der auf 
die Oberfläche eines elastischen Kôrpers angreifenden Kräfte, 
welche seine Deformation hervorrufen. (Travail des efforts ex- 
ercés sur la surface d’un corps solide, et qui produisent sa défor- 
mation). In seiner Entwickelung bleiben zunächst äuBere auf 
die Volumenelemente angreifende Kräfte ausgeschlossen. Lamé 
bemerkt, daB bis zum Auftreten Clapeyrons für diese Arbeit 
nur ein einziger Ausdruck bekannt war und gelehrt wurde, näm- 
lich die Hälfte der Summe der Produkte der Componenten der 
angreifenden äuBeren Kräfte und der Projectionen der erlittenen 
Verschiebung des Angriffspunkts. Clapeyron habe für diesen 
Ausdruck der Deformationsarbeit eine neue Form gegeben, in der 
alle im Innern des Kôrpers entwickelten Kräfte auftreten. 

Hiernach ist ohne Zweifel die Deformationsarbeit von Seiten 
derjenigen Ingenieure, denen der Begriff derselben verdankt wird, 
definirt worden, als diejenige Arbeit der äuBeren Kräfte, welche 
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während der Deformation eines elastischen Kôrpers aus neutraler 
Lage in eine deformirte Gleichgewichtslage aufgewendet wird. 

Im ïiten Heft des Jahrgangs 1908 der Zeitschrift für Archi- 
tektur und Ingenieurwesen hat Herr Professor Dr. Jacob J. v. 
Weyrauch seiner Mifbilligung dieser von Ingenieuren gegebenen 
Definition Ausdruck gegeben, und bestritten, daB sie die Definition 
der Techniker sei. Er ist der Meinung, daf der Ausgang von den 
äuBeren Kräften bei der Begriffsbestimmung der Deformations- 
arbeit besonders leicht zur Verwirrung führt (pag. 104 1. c.) Er 
fügt hinzu: ,Denn die äuferen Kräfte kôünnen bedeutend grôfer 
sein, als zur Ueberwindung der inneren Kräfte erforderlich ist, 
so daB sehr verschiedene derartige Arbeïten mit einer bestimmten 
Deformation verträglich sind“. Der Satz der lebendigen Kräfte 
zeigt, sobald Wärmeeinwirkungen ausgeschlossen bleiben, die Un- 
richtigkeit dieser Behauptung. Für den Fall der Wärmeeinwir- 
kung wird die verbrauchte in Arbeit umgesetzte Wärme als 
äufere Arbeit aufgefaft, und entspricht auch in diesem Falle 
einer bestimmt gegebenen Deformation nur eine bestimmte De- 
formationsarbeit. 

Herr Professor Dr. von Weyrauch giebt, nach der Verwerfung 
der gegebnen Definition, selbst eine Definition der Deformations- 
arbeit, die allerdings nicht aus der allgemeinen Theorie der Ela- 
sticität entnommen wird, sondern, falls sie zulässig wäre, nur für 
die Theorie der Fachwerke verwertet werden kônnte. Er 
definirt die Deformationsarbeit — als die Arbeit zur Ueber- 
windung der inneren Kräfte. Hierbei ist es wesentlich 
hervorzuheben, daf Herr v. Weyrauch unter der Bezeichnung : 
Arbeit zur Ueberwindung einer Kraft‘ genau dasselbe versteht, 
was sonst allgemein unter dem Namen ,,Arbeit der Kraft‘ ver- 
standen wird, wie aus seinen Entwickelungen hervorgeht. Die von 
ihm für die Arbeit der inneren Kräfte eines Fachwerks ge- 
gebne Formel lautet : 


«) nées + Ze fr, 


die Summen über alle Stäbe des Fachwerks ausgedehnt. In ibr 
bezeichnen s, F, E, r die Länge, den Querschnitt, den Elasticitäts- 
modul, die Temperaturerhôhung des betreffenden Stabes und S 
seine Spannung. Die Entwickelung der Formel geschieht in fol- 
gender Weise: 
Die virtuelle Arbeit D der inneren Stabkräfte ist : 
D = 5 S4s, 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1909. Heft 1. b 
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unter Zs die Verlängerung eines Stabs nach geschehener Ver- 
schiebung verstanden. ,m Allgemeinen sind jedoch die Stab- 
kräfte S während der Verrückungen veränderlich, d. h. nur wäh- 
rend des Entstehens unendlich kleiner Teile d(4s) der Längen- 
änderungen Zs konstant. Demnach ist die wirkliche Arbeit 
zur Ueberwindung der inneren Kräfte: 


D = 5 f Sü(ds), 
Nun ist: 
sS 


AS LF 


+ arts, d(4s) — _ 


+ adr)s*) 
Die Formel (1) wird nunmehr durch Einsetzen von d(45) in die 
Integralformel für D erhalten. 

Herr v. Weyrauch nennt dieselbe ,,unsere Deformationsarbeit 
(der Techniker ??). 

Er vergleicht sie mit der von mir im bten Hefte des Jahr- 
gangs 1907 der Zeitschrift für Architektur und Ingenieurwesen 
auf Grund der Theorie der Elasticität der isotropen Kôrper ge- 
gebnen Formel für die Deformationsarbeit eines Fachwerks, 
welche lautet : 


(2) D=+Y ie + D arsS + $ D har'sF 


für welche die schon erwähnten Bezeichnungen beibehalten worden 
sind, und k die aus den Lamé’schen Konstanten 1 und w zusam- 
mengesetzte GrôBe k — 31 + 2u bezeichnet. 

Die beiden Gleichungen (1) und (2) geben, worauf Herr 
Dr. v. Weyrauch besonders hinweist, in dem Falle durchge- 
hends verschwindender Spannungen $S nicht übereinstimmende 
Resultate. Aber wohl nicht aus dem Grunde, den Herr v. Wey- 
rauch für vorliegend zu halten scheint, sondern weil die Formel 
(1) eine unrichtige und unbrauchbare ist. 

Für den Fall des Auftretens einer Wärmeeinwirkung ist die 
Deformationsarbeit nicht wie beim Einwirken nur mechanischer 
äuBern Kräfte der Arbeit der inneren Kräfte gleich. Denn 
bei der gleichmäBigen Temperaturerhôhung eines isotropen Kr- 
pers geht die Ausdehnung desselbeni ohne Auftreten irgend 
welcher inneren Kräfte vor sich. 


*) Das Zeichen / Sd(4s) hat nur dann den gewôhnlich mit demselben ver- 
bundenen Sinn, wenn S eine Function der unabhängig Veränderlichen 4s ist, was 
im vorliegenden Fall nicht stattfindet. 


A « 
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Die eintretende Deformation aber bedarf einer Arbeïitsleistung, 
für welche ein Teil der zugeführten Wärme verbraucht oder in 
potentielle Energie umgesetzt wird. Die Formänderung eines iso- 
tropen Kôrpers durch die Temperaturerhôhung + ist dieselbe wie 
diejenige, die der Kôrper ohne Temperaturänderung unter dem 
Einfluf von auf jedem Oberflächenelemente normal ausgeübter Zug- 
kraft hat pro Flächeneinheit erlitten hätte. Diese Gleichheit folgt 
aus der Identität der Verschiebungen der Kôrperpunkte bei der 
einen oder der anderen der beiden Beanspruchungen. 

Aus Lamé’s léçons (pag. 84) ist ersichtlich, daB der eintre- 
tenden Deformation eine Deformationsarbeit von der GrüBe 

& ha°r°V, 
unter V das Kôrpervolumen verstanden, entspricht. 

Würde man dem erwärmten Kôrper die Temperaturerhôhung 
z durch Abkühlung entziehen, aber durch Anbringung einer auf 
jedem Oberflächenelement normal angebrachten Zugkraft von ent- 
sprechender Grôfe ein Zusammenziehen während der Abkühlung 
verhindern, so würde nur die Wärmemenge entzogen werden, 
welche die Temperaturerhôhung veranlaft. Es würde dagegen 
diejenige Wärmemenge verbleiben, welche die Ausdehnung 
bewirkt hat. 

Sie würde als potentielle Energie in dem Spannungszustande 
des Kôrpers bestehen bleiben. Diese Energie entspricht dem an- 
gegebnen Arbeitsquantum. 

Für den Fall, daf der Kôrper durch ein spannungsloses sta- 
tisch bestimmtes Fachwerk vertreten ist, dessen Stäbe die 
Temperaturerhôhung 7 erlitten haben, und äufiere Kräfte nicht 
angreifen, bleiben alle Spannungen $ der Stäbe gleich Null. Die 
Formänderung jedes einzelnen Stabes erfordert eine Arbeit die 
seinem Volumen Fs entspricht, und die gesamte Deformations- 
arbeit der Erwärmung ergibt sich nach Obigem als: 

5 S'hœr'Es, 
genau s0, wie es Formel (2) erfordert. Die Formel, welche Herr 
v. Weyrauch ,,unsere Deformationsarbeit nennt‘ ergäbe diese Ar- 
beit zu Null! 

Wir glauben nicht, daB Ingenieure der Meinung zustimmen, 
die durch die Erwärmung veranlafite Ausdehnung eines unbe- 
lasteten Fachwerks ginge ohne Energieaufwand d. h. mit der De- 
formationsarbeit Null vor sich. Wir bedauern aber, daf die 
Ausführungen des Herrn Professor Dr. J. J. v. Weyrauch eine 
solche Auffassung herbeizuführen geeignet sind. 


ot 


Ueber die Uniformisierung der algebraischen 
Kurven durch automorphe Funktionen mit imagi- 
närer Substitutionsgruppe. 


Von 
Paul Koebe in Gôttingen. 
Vorgelegt durch Herrn F. Klein in der Sitzung am 20. Februar 1909. 


In dieser Mitteilung gebe ich in Kürze') den Inhalt eines 
Vortrages wieder, den ich im Februar 1908 in der Mathematischen 
Gesellschaft zu Gôttingen gehalten habe ?) und in welchem über- 
haupt zum ersten Male ein Beweis desjenigen von Herrn Klein 
aufgestellten *) fundamentalen Uniformisierungstheorems gegeben 
wurde, bei welchem die Uniformisierungstranszendenten automorphe 
Funktionen des in der Litteratur zuerst von Herrn Schottky 
in seiner bekannten Doktordissertation “) betrachteten Typus sind. 

Gegeben sei in der £-Ebene ein schlichter Fundamentalbereich 


1) Bezüglich der ausführlichen Darstellung verweise ich auf eine demnächst 
in den Mathematischen Annalen erscheinende Abhandlung desselben Titels, in 
welcher ich mich auch auf einen allgemeineren als den hier eingenommenen Stand- 
pukt stelle. 

2) Vgl. die Sitzungsberichte der Gôttinger Math. Gesellschaft im Jahres- 
bericht der Deutschen Mathematikervereinigung, 1908, pag. 50. 

3) F. Klein, ,Ueber eindeutige Funktionen mit linearen Transformationen 
in sich“. Math. Ann. Bd. 19, Januar 1882. 

4) F. Schottky: Ueber die konforme Abbildung mehrfach zusammen- 
hängender ebener Flächen. Diss., Berlin 1875, umgearbeitet verôffentlicht in 
Crelles Journal Bd. 83. Die von Herrn Schottky betrachteten Gruppen sind 
speziell diejenigen, welche sich aus einem von p + 1 Vollkreisen begrenzten Be- 
reiche durch fortgesetzte Spiegelung ergeben. Die Verallgemeinerung auf nicht 
symmetrische Gruppen zuerst bei Poincaré: Comptes Rendus, 27. Juni 1881 
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F;, welcher 2p von einander getrennte geschlossene Begrenzungs- 
linien besitzt, die paarweise durch loxodromische Substitutionen 
(Fundamentalsubstitutionen) auf einander bezogen sind. Bei Aus- 
übung der Substitutionen der aus den Fundamentalsubstitutionen 
entspringenden Gruppe entstehen aus dem Bereiche F, unendlich 
viele Bildbereiche desselben, welche in ihrer Gresamtheit einen 
unendlich-vielfach zusammenhängenden schlichten Bereich F'® der 
&-Ebene bedecken, dessen Begrenzung von nicht abzählbar unend- 
lich vielen diskreten Grenzpunkten gebildet wird. Auf Grund 
bekannter allgemeiner Untersuchungen der Herren Schwarz, 
C.Neumann, Klein, Poincaré, Schottky, Hilbert gelangt 
man zur Aufstellung einer linear automorphen Funktion x(6), 
welche bei den Substitutionen der Gruppe ungeändert bleibt und 
im ganzen Innern von F,, also auch von F‘%® den Charakter ratio- 
naler Funktionen besitzt. Durch Vermittelung der Funktion x(f) 
wird der Fundamentalbereich F, umkehrbar eindeutig und konform 
auf eine geschlossene Riemannsche Fläche F vom Geschlecht p 
abgebildet, welche längs p diese Fläche nicht zerstückenden Rück- 
kehrschnitten aufgeschnitten erscheint. Jeder dieser Rückkehr- 
schnitte entspricht dabei einem Paar der eirander zugeordneten 
Randkurven des Fundamentalbereichs Æ,. Ist y(x) eine alge- 
braische Funktion, welche zu der geschlossenen über der x-Ebene 
ausgebreitet zu denkenden Riemannschen Fläche F gehôrt, so 
erkennt man sofort, da nicht nur x(f), sondern auch y(£) eine 
eindeutige automorphe Funktion von 6 ist, soda man also in 
£ eine uniformisierende Variable hat, welche zu der alge- 
braischen Kurve (x,y) bezw. zur Riemannschen Fläche F gehôrt. 

Durch die Tatsache, daB die bei der Wabhl des Fundamental- 
bereichs F, verfügbaren Konstanten der Randsubstitutionen mit 
der Anzahl der Riemannschen Klassenmoduln des allgemeinsten 
algebraischen Gebildes vom Geschlecht p bezw. der allgemeinsten 
Riemannschen Fläche vom Geschlecht p übereinstimmt, wird die 
Frage nahe gelegt: Ist es müglich, wenn eine beliebige Riemann- 
sche Fläche F vom Geschlecht p mit p auf ihr gezogenen die 
Fläche nicht zerstückenden Rückkehrschnitten gegeben ist, die 
zerschnittene Fläche F mit einem jetzt passend zu wählenden 
Fundamentalbereich Æ, des von uns betrachteten Typus in die 
oben dargelegte Beziehung zu setzen, oder anders ausgedrückt: 

Ist es müglich ein beliebiges algebraisches Gebilde (x, y) nach 
Vorgabe eines Systems von p das Gebilde nicht zerstückenden 
Rückkehrschnitten durch automorphe Funktionen des betrachteten 
Typus zu uniformisieren ? 
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Diese Frage wird durch folgendes von Herrn Klein I. c. auf- 
gestellte Theorem in bejahendem Sinne beantwortet: 

Fundamentalthcorem: Es gibt eine und, abgesehen 
von einer linearen Substitution, nur eine uniformi- 
sierende Variable, welche ein gegebenes mit p Rück- 
kehrschnitten versehenes algebraisches Gebilde vom 
Geschlecht pin der gewünschten Weise uniformisiert. 

Ein Beweis dieses Theorems ist bisher nicht gegeben worden. 
Die von den Herren Klein und Poincaré zum Zwecke des Be- 
weises der Uniformisierungssätze angegebene Kontinuitätsme- 
thode (méthode de continuité) ist namentlich für den vor- 
liegenden Fall noch nicht durchgearbeitet worden und dürfte wohl 
auch einer exakten Durchführung bedeutende Schwierigkeiten dar- 
bieten. 


Beweis des Unitätssatzes. 


Was zunächst die zweite Hälfte des genannten Fundamental- 
theorems anbetrifft, nämlich die Behauptung, daf es, abgesehen von 
einer linearen Substitution, jedenfalls nicht mehr als eine Grüfe 
& geben kann, welche die gewünschte Abbildung der längs den p» 
gegebenen Rückkehrschnitten aufgeschnittenen Fläche F auf einen 
schlichten Fundamentalbereich leistet, so kann dieser Teil des 
Fundamentaltheorems folgendermafen exakt bewiesen werden. 

Seien £, und £&, zwei verschiedene uniformisierende Variable, 
welche die gewünschte Abbildung leisten, dann wird £,(£) eine 
solche Funktion von £&, sein, durch deren Vermittlung nicht nur 
der Bereich FŸ umkehrbar eindeutig auf F® abgebildet wird, 
(wobei mit F°° und FŸ die den beiden GrôBen &, und £&, zugeord- 
neten Fundamentalbereiche bezeichnet sind), sondern überhaupt 
die ganze Fläche F°° auf F°°, (wobei F°° und F°° in Bezug auf 
F bezw. FŸ die analoge Bedeutung haben, wie F® in Bezug 
auf F). Hieraus kann nun aber vermittelst eines von mir auf der 
Naturforscherversammlung in Meran (September 1906) !) mitge- 
teilten auf der Anwendung des Cauchy’schen Integrales beruhenden 
Verfahrens exakt geschlossen werden, daB die Funktion £,(£,) eine 
ganze oder gebrochene lineare Funktion von 6, ist. Eine wesent- 
liche Voraussetzung für das Gelingen des Schlusses bildet dabei 
folgender auf beliebige eigentlich diskontinuierliche Gruppen aus- 


1) S. Jahresber. d. Deutschen Math.-Vereinigung: ,Ueber die konforme 
Abbildung mehrfach zusammenhängender Bereiche, insbeson- 
dere solcher Bereiche, deren Begrenzung von Kreisen gebildet 
wird“. Jahresbericht 1906. 
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dehnbare Satz !): Die Summe der Quadrate der Umfänge 
der bei Vervielfältigung eines Fundamentalbereichs 
der betrachteten Artentsprechend den Substitutionen 
der Gruppe sich ergebenden Bildkurven der Begren- 
zungslinien des Fundamentalbereichs ist konvergent. 
Der Beweis dieses meines Wissens bisher nicht bemerkten Satzes 
ergibt sich leicht aus der bekannten Tatsache, daB, wenn mit 
S(6) irgend eine Substitution der betrachteten Gruppe bezeichnet 
wird, der Wert des Verzerrungsverhältnisses 


für jedes endliche, den unendlich fernen Punkt ausschlieBende 
Teilgebiet des zugrunde liegenden Fundamentalbereichs, welches 
als Variabilitätsbereich der beiden von einander unabhängigen 
GrüBen £ und £’ betrachtet wird, zwischen zwei endlichen von 
null verschiedenen positiven Grenzen liegt, welche von der Wahl 
der Substitution S(£) unabhängig sind ?) #). 


Der Existenzbeweis. Erste Methode. (Anwendung eines 
allgemeinen Abbildungsprinzips). 


Nachdem gezeigt ist, daB es, abgesehen von einer linearen 
Substitution nur eine GrôBe geben kann, welche die gewünschte 
Uniformisierung des gegebenen Gebildes (x,y) bezw. der zuge- 
hôrenden Riemannschen Fläche F leistet, handelt es sich nunmehr 
darum, die Existenz der GrôBe £ wirklich zu beweisen. 

Zu der unbekannten Funktion £(x,y) gehôrt eine bestimmte 
Riemannsche Fläche ®, welche zweckmäfig über der gegebenen 
Fläche F ausgebreitet gedacht wird und relativ zu dieser Fläche 
keine Windungspunkte besitzt. Die Fläche ® kann leicht wirklich 
hergestellt werden. Berücksichtigt man nämlich, da8 die Funktion 
&(x,y) eine umkehrbar eindeutige konforme Abbildung der Fläche 


1) Vgl. unten pag. 7. 

2) Wir nehmen dabei stillschweigend an, da8 der Fundamentalbereich, von 
welchem ausgegangen wird, den unendlich fernen Punkt in seinem Innern enthält, 
eine Voraussetzung, welche offenbar keine Beschränkung des Grades der Allge- 
meinheit der Untersuchung darstellt. 

8) Der Fall, in welchem die Begrenzungslinien sämtlich Vollkreise sind, 
erledigt sich einfacher nach der von mir (Jahresbericht 1906, pag. 145—147) 
angegebenen Methode. 
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D auf die unendlich-vielfach zusammenhängende aus dem be- 
treffenden Fundamentalbereiche durch Vervielfältigung gemäf 
den Substitutionen der Gruppe entstehende schlichte Fläche ver- 
mittelt, so erkennt man, daB die Fläche ® aus der längs den 
p Rückkehrschnitten aufgeschnittenen Fläche F durch den Wieder- 
holangsprozeB, der sich jetzt als ein UeberlagerungsprozeB dar- 
stellt, in ganz analoger Weiïise entsteht. Die Fläche ® kann 
demnach als bekannt angesehen werden. Sie besitzt die Eigen- 
schaft, sich im Sinne der Analysis situs wie ein schlichter 
Bereich zu verhalten, d.h., sie wird durch jede auf ihr gezogene 
einfach geschlossene Linie in zwei getrennte Stücke zerlegt. Es 
kann also auf die Fläcke ® das von mir an anderer Stelle auf- 
gestellte und vollständig bewiesene allgemeine Abbildungs- 
prinzip')für unendlich-vielfachzusammenbängende 
Bereiche angewandt werden, welches besagt, daf es môglich 
ist, eine als analytische Funktion des Ortes auf der Fläche ® 
eindeutig erklärte GrôBe Z(x,y) zu bestimmen, welche eine um- 
kehrbar eindeutige konforme Abbildung der Fläche ® auf ein 
schlichtes unendlich-vielfach zusammenhängendes Gebiet F® ver- 
mittelt. 

Es seien Z und Z, zwei Zweige der Funktion Z(x, y), relativ 
zu F genommen, dann ergibt sich aus dem Bau der Fläche © 
sofort, daB durch Vermittelung der Funktion Z,(Z) die Fläche 
F® umkehrbar eindeutig auf sich selbst abgebildet wird. 

Wir wollen beweisen, daB Z,(Z,) eine lineare Funktion von 
Z, ist. 

Die Fläche ® kann man sich gewissermafen durch Zusammen- 
heftung von unendlich vielen Exemplaren der aufgeschnittenen mit 
2p Randkurven versehenen Fläche F hergestellt denken. Der hiermit 
gegebenen Einteilung der Fläche ® in lauter 2p-fach zusammen- 
hängende Bereiche entspricht eine bestimmte Zerlegung der Fläche 
F in lauter 2p-fach zusammenbängende Bereiche. Die ana- 
lytische Funktion Z,(Z) bewirkt eine solche Transformation der 
Fläche F® auf sich selbst, bei welcher die erwähnte Einteilung 
der Fläche F#® in 2p-fach zusammenhängende Bereiche erhalten 
bleibt, indem jeder Begrenzungskurve (eines der Teilgebiete) eine 
bestimmte andere umkehrbar eindeutig entspricht. 

Den Nachweïs der Linearität gewinnen wir nun wieder 
durch Anwendung des Cauchy’schen Integrals. Um die Methode 
im vorliegenden Falle mit dem gewünschten Erfolge anwenden zu 


1) S. die Abhandlung: , Ueber die Uniformisierung beliebiger 
analytischer Kurven. (Dritte Mitteilung.)* Gôtt. Nachr. 1908. 
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kônnen, genügt es den Satz zu beweisen, daf die Summe der 
Quadrate der Umfänge dererwähntenunendlich vielen 
Begrenzungslinien konvergiert. Der Nachweis dieses 
Satzes reduziert sich seinerseits gemäf einer oben gemachten Be- 
merkung auf den Nachweis des folgenden Satses. 

Satz (von der Endlichkeit der Verzerrung bei konformer 
Abbildung). Es sei y(z) eine analytische Funktion 
von +, welche für das Gebiet |2|<R regulär und ein- 
deutig erklärt ist Die Funktion œ(:) soll ferner 
die Eigenschaft besitzen, jeden Wert, welchen sie 
im Innern des genannten Kreises annimmt, in diesem 
Innern überhaupt nur ein Mal anzunehmen, oder 
anders ausgedrückt, die Eigenschaft, eine umkehrbar 
eindeutige konforme Abbildung des Gebietes |2|<R 
auf ein schlichtes den unendlich fernen Punkt nicht 
enthaltendes Gebiet zu vermitteln. 

Sind dann + und z'irgend zwei Punkte der :-Ebene, 
deren Abstand vom Nullpunkte <g<R ist, so gibt 
es eine von der Wabhl dieser Punkte und auch von der 
Wahl der Funktion p(:) unabhängige, lediglich von 
oe abhängende positive von null verschiedene Grüfe 
g <1, sodaf ist: 


dœ (z) 
z de 1 
pie) q 
dz' 
Beweis: Zum Beweise kônnen wir annehmen, dal R — 1, 


ferner, daB (0) — 0 und æ'(0) = 1 ist. 

Wir führen den Nachweis indirekt. 

Gesetzt der Satz wäre nicht richtig, dann würde dies besagen, 
daB es môüglich ist, eine Reiïhe von Funktionen ,(2), p,(+), ... zu 
bilden, welche den Bedingungen der Funktion (+) genügen und 
für welche der Wert des Verzerrungsverhältnisses zwischen 
zwei Schranken variierte, welche mit wachsendem Index gegen 
null bezw. unendlich streben. Betrachten wir nun die Funk- 

1 1 
"NOT ACE 
und dritten Hülfssatzes der dritten Mitteilung'!) aus 
dieser Serie eine gleichmäfig konvergente Serie auswählen. Ist 


tionen .., 80 läBt sich auf Grund des zweiten 


1) Gütt. Nachr., 1908. 
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mie 
Po (2) 
der Funktion (2) genügen. Das Verzerrungsverhältnis für die 
Funktion (+) liegt daher unzweifelhaft zwischen zwei von 
null verschiedenen endlichen positiven Schranken. Da nun 
aber œ, (:) die Grenzfunktion einer ausgewählten unendlichen 
Serie aus der Serie æ,(z2), p,(2),.:. ist, so kann das Verzer- 
rungsverhältnis für die Funktionen dieser Serie mit wachsen- 
dem Index nicht beliebig gro8 werden entgegen unserer Annahme. 

Damit ist der vorstehende Satz bewiesen!) und der Existenz- 
beweis zu Ende geführt. 

Die GrôBe Z{(x,y) ist mit der gesuchten GrôBe 6(x,y) identisch. 

Wir formulieren die Tatsache der Konvergenz der Summe 
der Quadrate der Umfänge noch in einem besonderen allgemeiner 
gefaBten Satze. 


Satz: Es seien auf der Oberfläche der Kugel unendlich viele 
sich gegenseitig nicht bedeckende Gebiete G,, G,,... gegeben, 
deren jedes umkehrbar eindeutig und konform auf das Gebiet G, 
bezogen ist. Wird im Innern von G, irgend eine geschlossene 
oder ungeschlossene Linie L, von endlicher Länge gezogen, welche 
einen bestimmten endlichen von null verschiedenen Abstand von 
der Begrenzung des Gebietes &, hat, so ist die Summe der Qua- 
drate der Längen der Bildkurven der Linie Z, (Bildkurven inner- 
halb G,, G,,...) konvergent. — 

Dieser Satz ist namentlich darum sehr bemerkenswert, weil 
man offenbar die Summe der Quadrate der Umfänge der Be- 
grenzungslinien der vollständigen Gebiete G,,G,,... beliebig stark 
divergent annehmen kann. Man hat dazu nur nôûtig die Grebiete 
G,,G,,... z. Bsp. sämtlich einfach zusammenhängend zu wählen, 
wobei dann für die Wahl dieser Bereiche überhaupt keine andere 
Bedingung besteht als die, daB sich dieselben gegenseitig nicht 
überdecken. In der Tat lassen sich ja je zwei einfach zusammen- 
hängende Bereiche umkehrbar eindeutig konform auf einander ab- 
bilden. 


die Grenzfanktion, so wird p.(+) ebenfalls den Bedingungen 


1) Auch die von mir in der ersten Mitteilung ,über die Unifor- 
misierung beliebiger analytischer Kurven“ beim Beweise des da- 
selbst als ,yzweiter Hilfssatz“ bezcichneten Satzes angewandte Methode der 
Hilfsfläche kann in geeigneter Modifikation zu einem eleganten Beweise des hier 
aufgestellten Satzes von der Endlichkeit der Verzerrung bei kon- 
former Abbildung dienen; (vgl. die zu Anfang erwähnte nachfolgende mit 
vorliegender Arbeit gleichbetitelte Annalen-Arbeit des Verfassers). 
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Noch eine andere bemerkenswerte Folgerung aus unserem 
Satze von der Endlichkeit der Verzerrung wollen wir hervor- 
heben. 

Satz: Die Poincaréschen automorphen #-Reïhen konvergieren 
nicht nur “für linear automorphe eigentlich diskontinuierliche 
Gruppen absolut und gleichmäfig, sondern überhaupt für eigent- 
lich diskontinuierliche Gruppen analytischer Substitutionen. — 


Der Existenzheweis. Zweite Methode. (Anwendung eines 
iterierenden Verfahrens). 


In einer Voranzeige ,über die Uniformisierung 
der algebraischen Kurven, (Imaginäre Substitutions- 
gruppen)“’) habe ich ohne Beweis ein iterierendes Verfahren 
mitgeteilt, dessen Anwendung in infinitum zu einer Grenzfunktion 
führt, welche mit der von uns gesuchten Grôfe £ identisch ist. 

Die vorstehenden Darlegungen gestatten uns, in Kürze auch 
die das iterierende Verfahren betreffenden zum Konvergenzbeweise 
erforderlichen Bemerkungen anzugeben. 

Bei der Methode des iterierenden Verfahrens wird das zu 
lôsende Problem in die Gestalt einer bestimmten Abbildungsauf- 
gabe über schlichte Bereiche auf einander gesetzt. 

Abbildungsaufgabe: Gegeben ist ein 2»-fach zusammen- 
hängender schlichter Bereich, dessen2panalytischeBe- 
grenzungslinien durch reguläre analytische Substitu- 
tionen paarweise auf einander bezogen sind. Es soll 
eine umkehrbar eindeutige Abbildung des gegebenen 
Bereichs auf einen anderen schlichten 2p-fach zu- 
sammenhängenden Bereich ausgeführt werden, welche 
bewirkt, da die analytische Ränderzuordnung zu einer 
linearen Ränderzuordnung wird. 

Der gegebene Bereich wird im allgemeinen so beschaffen sein, 
da die analytischen Randsubstitutionen lediglich in der Nachbar- 
schaft der Randkurven selbst eine Bedeutung haben. Das Wesent- 
liche nun, was durch die Anwendung des iterierenden Verfahrens 
bewirkt wird, ist dies: es wird der gegebene Bereich sukzessive 
in andere Bereiche mit analytischer Ränderzuordnung verwandelt, 
wobei jedoch nach und nach immer mebr analytische Substitutionen 
der durch die Randsubstitutionen des Bereichs zunächst nur rein 
formal definierten Gruppe eine bestimmte Bedeutung erlangen 


1) Gôtt. Nachr., 22. Februar 1908. 
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in dem Sinne, daB diese Substitutionen auf den betreffenden Be- 
reich vüllig singularitätenfrei ausgeübt werden kônnen. Der Kon- 
vergenzheweis ergibt sich wiederum durch eine Anwendung des 
in der dritten Mitteilung dargelegten allgemeinen Konver- 
genzsatzes über analytische Funktionen. In der Grenze 
erhält man schlieflich einen solchen Bereich mit analytischen Rand- 
substitutionen, welcher alle Substitutionen der durch die Rand- 
substitutionen formal definierten Gruppe tatsächlich gestattet, 
sodaf sich diesem Bereiche unendlich viele Bildbereiche schlicht 
nebenlagern, genau wie wenn die Randsubstitutionen lineare loxo- 
dromische Substitutionen wären. Der Nachweis, da die be- 
trachteten Substitutionen des Grenzbereichs wirklich linear sind, 
kann dann auf analoge Weise bewiesen werden, wie im Falle des 
ersten Existenzbeweises. 


ne 


Die Dekomposition der Matrizen. 
Von 
J. Wellstein aus StraBburg i./E. 
Vorgelegt von F. Klein in der Sitzung vom 6. März 1909. 


Im Jahre 1889 verôffentlichte Kronecker in den Sitzungs- 
berichten der Kgl. Preuf. Ak. d. Wissenschaften zu Berlin eine 
Abhandlung über ,Die Decomposition der Systeme von #° Grüfen 
und ihre Anwendung auf die Theorie der Invarianten“, worin er 
die Ableitung der Differentialgleichungen der projektiven In- 
varianten der Grundformen von # Variabeln auf die Zusammen- 
setzung der linearen homogenen Substitutionen von # Variabeln 
aus gewissen fundamentalen Substitutionen gründete; jeder der 
fundamentalen Substitutionen entspricht eine Differentialgleichung, 
welche für die Invarianz gegenüber dieser speziellen Substitution 
charakteristisch ist, und indem diese fundamentalen Substitutionen 
sich auf 2 —2 zurückführen liefen, wurde auch das System jener 
Differentialgleichungen auf 2n —2 reduziert. Da von jenen 2n — 2 
Substitutionen sich keine aus den übrigen zusammensetzen lief 
und auch die entsprechenden 2n —2 Differentialgleichungen keine 
entbebrliche enthielten, so glaubte Kronecker, in 2n—2 die 
Mindestzahl der elementaren Substitutionen (des von ihm gewählten 
Typus) erreicht zu haben, aus denen sich alle anderen multiplikativ 
erzeugen liefen (1.c. Seite 607). Die invariantentheoretischen Ar- 
beiten Capellis') waren ihm offenbar entgangen, der in seinen 


1) A. Capelli, Fondamenti di una teoria generale delle forme algebriche, 
Mem. d. R. Academia dei Lincei (1882) XII, 529—598. — Zurückführung der 
Cayleyschen Operation & auf Polaroperationen, Math. Ann. 29. — Sur les opé- 
rations d. I. théorie des formes algébriques, Math. Ann. 37. — Diese und andere 
Arbeiten sind zusammengefaBt in den (autographierten) ,Lezioni sulla teoria delle 
forme algebriche“, Napoli, 1902. 
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»Fondamenti“ schon 1882 auf ein System von Relationen zwischen 
Differentialoperatoren gestofen war, mit denen man die Diffe- 
rentialgleichungen der Invarianten leicht auf # + 1 hätte reduzieren 
kônnen. Auf diese Formeln Capellis gestützt, an die neuer- 
dings auch W. Fr. Meyer wieder angeknüpft hat, führte De- 
ruyts!) im Jahre 1891 die Reduktion wirklich aus, jedoch in der 
Weise, daB er sich auf # —1 Differentialgleichungen beschränkte 
und gewisse, durch jene Formeln gegebene Kombinationen derselben 
durch Gewichtsbedingungen ersetzte. Da Deruyts, der sehr 
sorgfältig zitiert, die Arbeiten Kroneckers nicht erwähnt, so 
wird er unabhängig von ihm auf das Reduktionsproblem gekommen 
sein. Er benutzt aber, ganz wie Kronecker, zur Herleitung 
der Differentialgleichungen die fundamentalen Substitutionen, deren 
Invarianten durch jene Gleichungen gekennzeichnet werden, und 
spricht diese wechselseitige Abhängigkeit der Differentialgleichungen 
und Substitutionen klar aus (1. c. Seite 38 und 48), ohne jedoch 
durch die Reduktion der Gleichungen mittels der Capellischen 
Identitäten sich zur entsprechenden Reduktion der Substitutionen 
anregen zu lassen. In derselben Richtung bewegt sich die Arbeit 
von Story?) — Nach dem Gesagten war es leicht, die Lücke in 
der Kroneckerschen Reduktion der Fundamentalsubstitutionen 
auf eine Mindestzahl auszufüllen; ich selbst habe den richtigen 
Sachverhalt schon im Jahre 1900 erkannt und zuerst in einer Vor- 
lesung über ,Arithmetische Theorie der Formen“ (Giefen, $S.S. 
1903), und seither wiederholt in Vorlesungen über Determinanten 
und Matrizen vorgetragen. Im vorigen Jahre endlich ist W. Fr. 
Meyer) auf diese Dinge in mehreren Aufsätzen zurückgekommen; 
nach dem Vorgange von Deruyts zeigt er die Zerlegbarkeit der 
allgemeinen Substitutionen in fundamentale durch vollkommene 
Induktion und gelangt dann glücklich zur Mindestzahl. Das Pro- 
blem der Ganzzahligkeit wird bei # Variabeln nur gestreift {). 
An diese Arbeit hat nun Study im Jabresbericht der Deutschen 


1) J. Deruyts, Essai d’une théorie générale des formes algébriques, 
Brüssel, 1891. 

2) W. E. Story, On the covariants of a system of quantics, Math. Ann. 
41, 467—490 (1893); siehe Satz VIII daselbst. 

3) W. Fr. Meyer, Über die Abhängigkeiten zwischen den Differential- 
gleichungen der Invarianten, Leipz. Ber., Math. phys. Klasse, 60, (1908), 190—210. 
— Ferner zwei vorbereitende Arbeiten in den Gôtt. Nachrichten vom 8. und 21. 
Febr. 1908. 

4) In der FuBnote, Leipz. Ber., 1908, S. 199. Ich glaube nicht, daB der 
dort angedeutete Weg zu den erfreulichen gehürt. 
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Mathematikervereinigung einige kritische Bemerkungen geknüpft, 
in denen er u. a. beweist'), da, wenn man die Invarianz gegen- 
über projektiven Transformationen durch eine Minimalzahl von 
Differentialgleichungen vollständig zu charakterisieren wünscht, 
die herkômmlichen Differentialgleichungen überhaupt nicht zum 
Ziel führen, während die Liesche Theorie der kontinuierlichen 
Gruppen die Mittel an die Hand gibt, bereits mit zwei, aller- 
dings komplizierteren Gleichungen auszukommen. Damit war nun 
wiederum die Anregung gegeben, zu versuchen, ob sich die uni- 
modularen Substitutionen (wie sie Study voraussetzt) nicht eben- 
falls aus zweien würden erzeugen lassen. Krazer’), auf dessen 
Lehrbuch der Thetafunktionen, Leipzig 1903, Seite 155 und 156 
wir wegen weiterer Literaturangaben verweisen, hatte schon in 
einer älteren, auch von Kronecker zitierten (1. c. S. 504) Arbeit, 
allerdings unter erschwerenden Bedingungen, die Minimalzahl drei 
erreicht. Wider Erwarten gelang es mir tatsächlich, alle ganz- 
zahligen Substitutionen von der Determinante Eins ganzzahlig aus 
zweien zu erzeugen, womit wir nunmehr endgültig an der Mindest- 
zahl angelangt sind; denn bei der Darstellung durch eine fun- 
damentale Substitution müfte die Multiplikation der zugehôrigen 
Matrizen kommutativ sein, was durch einfache Beispiele widerlegt 
wird; dieser Erzeugung der unimodularen Substitutionen aus 
zweien entspricht eine Charakterisierung der projektiven In- 
varianten durch eine der älteren, auch von Kronecker be- 
nutzten Differentialgleichungen sowie durch Homogeneitäts- und 
Symmetriebedingungen, genau wie im binären Grebiet. 

Da hiernach das Problem der ganzzahligen Dekomposition 
von Matrizen zu einem gewissen Abschluf gebracht zu sein scheint, 
so gestatte ich mir, meine Untersuchungen hiermit zu verüffent- 
lichen. Des Zusammenhanges halber muB dabei Bekanntes von 
Neuem gebracht werden; die Darstellung ist môglichst leicht- 
verständlich gehalten, wie es der Einfachheit des Gegenstandes 
entspricht, nur gegen SchluB wird die additive Darstellung der 
Matrizen als bekannt vorausgesetzt, um einige Rechnungen be- 
quemer zu gestalten. 


1) Vgl. E. Study, Methoden zur Theorie der ternären Formen, Leipzig 
1889, $ 15—18, wo alles für die Frage wesentliche bereits gesagt ist. 

2) A. Krazer, Über die Zusammensetzung ganzzahligor linearer Substi- 
tutionen von der Determinante Eins aus einer geringsten Anzahl fundamentaler 
Substitutionen, Annali di Mat. (2) Bd. 12, (1884). 
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$ 1. Die Elementarmatrizen. 


1. Für die Wahl der Elementarmatrizen, in die wir alle 
Matrizen von x Zeiïlen und Spalten zerlegen wollen, sei der Ge- 
danke maBgebend, daf zu den wichtigsten Umformungen, welche 
den Wert einer Determinante nicht ändern, die gehôrt, die in 
der Addition eines Multiplums einér Zeile oder Spalte zu einer 
anderen Zeile oder Spalte besteht; an der zur Determinante ge- 
hôrigen Matrix kann diese Wirkung durch Zusammensetzung mit 
anderen Matrizen hervorgebracht werden. 

Bedeutet nämlich Æ,,(x) die Matrix, die in der Diagonale 
lauter Einsen und auBerdem in der u‘" Zeiïle an der vt* Stelle 
das Element æ hat, für uw,v — 1,2,3,..., n und uZ», so gilt 
der aus dem Kompositionsgesetz der Matrizen unmittelbar zu 
entnehmende 

Satz [I Aus der Matrix À erhält man 

1) die Matrix AE, (x), indem man das x-fache der 
utr Spalte von À zur vi" Spalte fügt; 

2) die Matrix E,,(x) A, indem man das x-fache 
der pt Zeile von À zur ut" Zeile fügt. 

2. Ehe wir dazu übergehen, À als Produkt dieser ,Elementar- 
matrizen“ E,,(x) darzustellen, wobei sich allerdings noch eine 
zweite Art von Elementarmatrizen als notwendig erweisen wird, 
wollen wir die E,,(x) selber und ihre gegenseitigen Beziehungen 
genauer untersuchen. 

Man findet leicht 


(1) Es (4) Es Qt) = Es Cu +4) 

und daher allgemein: 

(2) Esp (u,) E,, (u,) E,, (us) = E,, Qu+e + us) 

Da nun 

(3) E,, (0) — E 

die Einheitsmatrix darstellt, so folgt aus (1) für u, = —u, = —u: 
(4) (Eu (u))” SE E,, (— u) 

und aus (2) für u = 4, =... = 0, = 4; 


@)  (E,,(u)) — E,, (us), wo s eine natürliche Zahl. 


Auf Grund dieser Formel definiert man in bekannter Weise alle 
Potenzen von 
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(6) Euy = Eur À) 
für rationale Exponenten r: 
(7) Eu) = Esp (r). 


Den Wert der zu einer Matrix À gehôrigen Determinante mit 
|| bezeichnend vermerken wir noch: 


(8) |Ey (u)| = 1, 
d. h. die Elementarmatrizen sind unimodular. 

3. Zwischen den n(n—1) Matrizen E,, (@) für uZy und 
uv = 1,2,...,n bestehen zahlreiche Zusammenhänge, zu deren 
Aufdeckung wir uns die Aufgabe stellen, die Matrix E,, (v) 


in die Einheit £ überzuführen durch alleinige Mul- 
tiplikation mit 


(9) Epa @)3 eg), Epy(r),..., Ey(a); Ey, () 


bei passender Wahl der ,Parameter“ x. 

Es gilt also, mittels dieser von links oder rechts her an 
Æ,, (v) ausfübrbaren Multiplikationen zu bewirken, daf das 
v-fache der ut Spalte der Matrix E,,(v) von der 
Spalte subtrahiert wird, wodurch das Element v in E,, (v) 
zerstôrt wird. Das gelingt, indem man aus der Matrix Æ,, (v) mit 
den Spalten #S,, S2,..., S, schrittweise eine Matrix mit den 
Spalten S1,55,..., S,, daraus eine mit den Spalten S', S; ..., S; 
u. s. w. bildet nach der aus folgender Tabelle ersichtlichen Vor- 
schrift (s. nächste Seite). 

Die letzte Spalte dieser Tabelle drückt diese Operationen als 
Ergebnis der rechtsseitigen Multiplikation von ÆE,,(v) mit den 
Elementarmatrizen (9) aus, und das Ergebnis dieser Operationen 
ist die Einheitsmatrix E. Es ist daher 


E,, (0). Ex HE (-v) HE. HE, V)H'=E, 


oder, indem man von links her mit E,,(—v) multipliziert und 
—v —= u setzt: 


E,, (u) = (Evo H) E}, (u) (Eu H y. HE}, (—u) HT. 
Daher der 
Satz IL. Sind je zwei benachbarte Indizes der Reihe 


u; a, B,...,n 6; v &Z ») 
von einander verschieden, so ist 


10) le (u) = (Eee H) Eyy (u) (Esa He HE}, (4) 4°, 
( HE Le 
Kgl. Ges. à. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1909. [left 1. 6 
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Tabelle. 


= 8, 
= Sat 
= Sg+s, 
= 8,+5p 


= #,+8, 
= 5,08! 


während die übrigen 


(C2 
sy 


(Su 
während 
(Sy 

(Sa 

(5 

Sÿ 


SE — 


aber S,, 


während die übrigen 


( (4) 
v 
se 


se 
(+) 
s? — 


( S'® 
(Se 


während die 


v 
= S-S, 
= 5-5 
= Sp—84, 
= S,—S, 
= S, 
die übrigen 
= $!; 
— Sy 
= Sy + 
= S+5 = 
si +8" 
+088 — 
=, 
pi Se —$, 
— CA 3 
ge ns Le PA 
= 5" 
= Su 


I 
LS 


= Su + Se 
= Sy +Se + Sp 
F= 5, +Se LEA 


= Se VS, 


Spalten ungeändert bleiben. 


ST $, — vS4) 


I 
ta . 


,) 


Spalten ungeändert bleiben. 


= Su+Sp+S,+.. +8, 
= S,—v(S—$;) — 8,—v8, 
Spalten ungeändert bleiben. 


es u) 


übrigen Spalten ungeändert bleiben. 


5, Le +848, - +: =D 
—= s, +5, +Sp+s, +: +SU+S, 


2———————————"û">"’é 


Dem 
setz der Spalten entspricht die 
Operation : 


E,, (v)E 


E5,( 4” 


AT 
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a besonderer Fall dieser Formel mit H = E ist: 
) Eu (@) = Ego Eay (0) En: Eur (4) (+ a+») 
4. Hieraus schlieft man: 
Satz IT. Wenn die —1 Transpositionen 
(an: Bn) (on + Bni k = 1,2,...,n—1) 


die symmetrische Permutationsgruppe der x Elemente 


1,2,...,n erzeugen, so lassen sich alle Elementar- 
matrizen ÆE,,(u) als Produkte der 2n —2 Matrizen 
(12) Esp Epa@) @ = 1,2,...,n-1) 


darstellen, und zwar mit alleiniger Benutzung der 
Parameter v = tu, € 1. 

Denn unter der gemachten Voraussetzung kann man aus den # — 1 
Zahlenpaaren «z, By immer solche Paare 


ua; @B; B,y;...; 0,6; &v 
auswählen, die in lückenloser Kette von w nach » führen, wie es 
der Satz IL verlangt, wobei diese Indizes natürlich nicht etwa 


der Grôfe nach geordnet auftreten müssen. Formel (10) gibt 
dann die gewünschte Darstellung. Aus dieser Formel folgt ferner: 


Satz IV. Ist «j, &,..., «, irgend eine Permutation 
der #7 Zahlen]1,2,...,n, so lassen sich alle elementaren 
Matrizen E,,{(u) aus den n Matrizen 


OPEN (0) EN) ES (v),..., Es «, (0) E,, a, (©) 


multiplikativ zusammensetzen, und zwar unter 
alleiniger Benutzung der Parameter v = +u, +1. 

Denn ist k<%, so kann man die beliebige Matrix E, (4) 
nach (10) darstellen durch 


E,, Cp+s (v), E,,., C7 Cv); E,,., (2 (v), 
andererseits E, , (4) durch 


E,, (C2 (v); E,,,, C2 (v), …., Eo_ à (v), E,, œ (v), 


n—1 


n=—1 "n 
EE, 03 Cher Eos, Ch 
wobei nur die Parameterwerte v — +u, + 1 vorkommen. 
5. Der Kreis der Sätze I—IV wird abgeschlossen durch 
folgenden 
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Satz V. Sind die r Transpositionen 
Cu, 1), (lo, ko), ..., (hu, k,) ( + D) 


der Permutationsgruppe der # Elemente 1,2,...,n ent- 
nommen, und fehlen von diesen Elementen unter den 


h1,h9,...,h, die Zahlen p,,Po,....,p4, also h + p, 


Rise à : 22»... pb, also À + Q, 
so kann man mittels der 7 Matrizen 


(ES E, 1, (0), e—=1,2,...,r 
sicher nicht darstellen die Matrizen 
E,, s(v), al HN2 LE, daund'ssÆE pl 


Es; (); B = 1,2,...,d und s + % 
sl eu," 


Die Zahlen À brauchen nicht alle von einander verschieden zu 
sein, ebenso wenig die Zahlen #, und # — a ist offenbar die Anzahl 
der verschiedenen », wie 7—b die Anzahl der verschiedenen k#. 
Den Beweis des Satzes führen wir durch vollkommene Induktion. 

Hätte man eine der Matrizen (15) als Produkt von Matrizen 
(14) dargestellt, so wäre der erste Faktor der von links nach 
rechts genommenen Faktorenfolge, als Matrix (14), dadurch aus- 
gezeichnet, daB er nach den Voraussetzungen des Satzes V weder 
in den 


(16) Zeïlen Z, für p — P1, Pa, ...; Pa 


(15) 


noch in den 

(17) Spalten S, für g = q1,@2,..., 4 

auBerhalb der Diagonale ein von Null verschiedenes Element hätte. 
Nimmt man dieselbe Eigenschaft auch von dem Produkt À der 
ersten »m Faktoren an, so läBt sich zeigen, daB sie auch dem Pro- 
dukt von À mit dem zunächst rechts folgenden (»m+ 1) Faktor 
En, ko (x) zukommt, wodurch dann der Induktionsbeweis erbracht 
sein wird. Nach Voraussetzung habe also die Matrix À = (ay) 
in den Zeïlen Z, und in den Spalten S, auBerhalb der Diagonale 
lauter Nullen. Wir setzen nun rechts den Faktor Ep, k (@) an. 
Nach Satz I geht dann die 4, Spalte von À über in 


(18) 5, = Si, +28, 
und da g nach Voraussetzung nicht gleich k, werden kann, so 


PP EE EN 
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bleïben die Spalten S, von À durch die vorgenommene Multipli- 
kation unberührt. Nach (18) ist das Glied a .k, der pi" Zeile 
übergegangen in $ 


@s) Gpa Ko = pa Ko + LA ho) 
und da nach Voraussetzung k + p wird, so ist das hinzugekommene 
Glied pa he kein Diagonalglied, ist also nach Voraussetzung, als 
Glied einer Zeiïle Zp gleich Null. Also werden auch die Zeïlen 
Zn von À durch de Multiplikation von À mit dem Faktor 
F,, k (x) nicht betroffen. Damit ist der beabsichtigte Beweis er- 
bracht. 

6. Da im Falle r — n —1 immer mindestens ein Paar Zahlen 
», q existieren muf, das den Bedingungen des Satzes V genügt, 
so folgt: 

Satz VI. Mit weniger als x Elementarmatrizen 
kann man die übrigen nicht zusammensetzen, 
und im Satze IV ist diese Minimalzahl nr gerade erreicht. Aber 
auch von den 2 —2 Matrizen des Satzes IIT ist unter Umständen 
keine überflüssig, z. B. im Falle 


(20) PAP ER ET TN EL 928, re) 


Hier sind alle Elementarmatrizen darstellbar durch E,, (x), 
E3 (x), ..., E, (x) und Es, (x), Es (x), ..., Eh (x); liefe man von 
diesen 2n —2 Matrizen etwa E,1,(x) fort, so wäre # eine Zahl p 
(des Satzes V), während Zahlen g nicht vorhanden wären; man 
kônnte also E,1(x), E,o (x), ..., E, 1 (x) nicht darstellen. Kron- 
ecker, der in der eingangs zitierten Abhandlung das System (20) 
angegeben (1 c., System N') und die Unmôglichkeit seiner Ver- 
minderung erkannt hat, schloB daraus irrtümlich, daf 2n — 2 über- 
baupt die kleinste Zahl von Matrizen E,, (x) sei, durch die sich 
alle anderen darstellen lassen. W. Fr. Meyer hat in den Leip- 
ziger Berichten von 1908 zuerst das System (13) publiziert. 


$ 2. Aequivalenz und Elementarteiler. 


1. Für die Zerfällung einer beliebigen Matrix in Elementar- 
matrizen (wobei sich noch die Einführung einer zweiten Art von 
Elementarmatrizen als notwendig herausstellt), lassen sich ver- 
schiedene Algorithmen ersinnen. Doch scheint der von Kronecker 
1. c. $ 2 angegebene auch heute noch der einfachste zu sein. Er 
vermeidet jedenfalls, im Gegensatz zu dem Deruytsschen und 
Meyerschen Algorithmus, die Auflüsung von linearen Gleichangs- 
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systemen, nimmt aber auf Ganzzahligkeit zunächst keine Rücksicht. 
Diesem Mangel läft sich aber abhelfen, ohne die Zerfällungsarbeit 
wesentlich zu erschweren, nur empfehlt es sich, wenn man doch 
einmal diesen Algorithmus beschreiben will, ihn gleich in seiner 
ganzen Leistungsfähigkeit zu entwickeln; diese entfaltet sich bei 
der Theorie der Elementarteiler. Es sei gestattet, diese hier kurz 
abzuleiten !). ï 

Wenn man eine Matrix À dadurch in eine Matrix B umformt, 
daB man Multipla von Zeilen oder Spalten der Matrix À zu 
anderen Zeilen bezw. Spalten fügt, so kann man umgekebrt auch 
B auf analogem Wege in À überführen; denn nach $ 1, Satz I 
stellt sich der Zusammenhang zwischen À und B in der Form 


(1) B = $AO 


dar, wo $ und © Produkte von Elementarmatrizen sind, und 
daraus folgt 


(2) A = $"B9, 


wo wegen (E,,(u))" = E,, (—-u) auch $" und ©°' Produkte von 
Elementarmatrizen sind. Zwei Matrizen À und B, die in dieser 
Weise — durch Addition gewisser Multipla von Spalten oder 
Zeïlen zu anderen Spalten bezw. Zeilen — in einander übergeführt 
werden kônnen, nennen wir äquivalent, und zwar heift die 
Aequivalenz ganzzahlig, wenn nur ganze Multipla zur Ver- 
wendung kommen. Haben $ und © in (1) ganzzahlige Parameter, 
so sind auch $" und Q* wegen (E,, (u))* — E,, (— x) Produkte 
von Elementarmatrizen mit ganzzahligen Parametern. 

Satz I. Sind zwei Matrizen 4, B einer dritten C 
(ganzzahlig) äquivalent, so sind sie auch unter ein- 
ander (ganzzahlig) äquivalent. 


Denn aus 
A = RCQ, B = MCNR 
folgt 
A = PM! BR ‘©, 


und wenn #5, ©, M, R Produkte von Elementarmatrizen (mit ganz- 
zahligen Parametern) sind, so gilt das auch von PI und KO. 


2. Von besonderem Interesse müssen natürlich diejenigen 
Eigenschaften einer Matrix À sein, die À mit jeder äquivalenten 


1) Einen ähnlichen Gedankengang, bei anderen Elementarmatrizen, findet 
man in Kroneckers Vorlesungen über Determinanten (herausgeg. von Hensel). 
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Matrix gemein hat, Eigenschaften also, die gegenüber den äqui- 
valenten Umformungen invariant bleiben. Es sind vor allem Teil- 
barkeitseigenschaften. 

Sind nämlich die Elemente von À ganze Zahlen 


ape (hi, k = 1,...,n), 


und subtrahiert man ein ganzes Vielfaches zS, der u** Spalte S, 
von der vi S,, so geht die erste Zeiïle 


(3) A1 A9» +++) Apr es Ain 
über in 
(4) Aj1s 419; +++, My — Lure) Aime 


Der Hauptteiler (grôBte gem. Teiler) der Zahlen (3) geht dann auch 
in den Zahlen (4) auf, und umgekehrt ist der Hauptteiler der 
Zahlen (4) auch in 


(air — 2 dju) + Tu Adi: 

also in den Zahlen (3) enthalten. Der Hauptteiler dieser Zahlen 
wird also nicht geëändert, wenn man sie beliebig oft zu einander 
addiert oder von einander subtrahiert. Dehnt man diese Betrach- 
tung auf alle Elemente von À aus, so folgt: 

Ganzzahlige und ganzzahlig äquivalente Matrizen stimmen im 
Hauptteiler ihrer Elemente überein. 

Aber noch mehr! Betrachten wir eine Unterdeterminante 
rtn Grades von | 4|: 


(b) U— Apr ee Ghks ee) x, h= hulstss. oh 


Fr 


und subtrahieren wir wiederum in À das x-fache der S, von S, 
wo x eine positive oder negative ganze Zahl, so mu bezüglich U 
einer der folgenden Fälle eintreten: 

entweder geht S, nicht durch U — dann wird U nicht 
geändert, 

oder $, geht durch U, indem » etwa gleich %, ist, und 

1) die Spalte S, ebenfalls; dann wird der Wert von U wie- 

derum nicht Héndire oder 
2) die Spalte 8, geht nicht durch U. 


Dann geht U über in 
aps ++ Gnk, — hu» + er Gnk, | — U— x, wo 


(6) 


ÿ, = | ap, » ., hu» …) pk, |: 


Die Determinanten rt" Grades U und V gehôüren beide der 
Determinante | A| als Unterdeterminanten an, und s0 sehen wir: 
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Das Addieren und Subtrahieren der Spalten (und Zeiïlen) von À 
wirkt auf die Unterdeterminanten rt Grades von | A| ganz ebenso 
wie auf die Elemente (3): Sie werden selber zu einander addiert 
oder von einander subtrahiert; ihr Hauptteiler ändert sich also 
nicht. Es folgt: 

Satz II. Ganzzahlige und ganzzahlig äquivalente 
Matrizen stimmen überein im Hauptteiler d, aller 
Unterdeterminanten rt* Grades, für r = 1,2,...,n. 

Die Unterdeterminanten ersten Grades sind natürlich die 
Elemente selber; sind nicht alle Unterdeterminanten ÆRt* Grades 
einer (nicht notwendig ganzzahligen) Matrix À gleich Nall, wohl 
aber alle Unterdeterminanten (R + 1)** Grades, so gilt das nach 
(6) (für R+1 = r) auch von allen äquivalenten Matrizen; die 
Zahl R heift der Rang von À, und wir wissen jetzt: 

Satz III Aequivalente Matrizen haben gleichen 
Rang. 

8. Wir sind jetzt in der Lage, jede ganzzahlige Matrix 
A durch ganzzahlig äquivalente Umformung in ein Diagonal- 
system überzufübren, d.h. in eine Matrix, die auBerhalb der 
Diagonale lauter Nullen hat. 

Ist nämlich e;, der positive Hauptteiler aller Elemente von À, 
oder gleich Null, wenn diese Null sind, so läBt sich im Falle e, > 0 
durch Addition ganzer positiver oder negativer Multipla der Spalten 
oder Zeilen zu anderen Spalten bezw. Zeilen immer bewirken, daf 
irgend ein Element von À in +e; übergeht; man wird dieses Ele- 
ment a,, natürlich so wählen, daB die Freilegung von +e, müg- 
lichst rasch gelingt. Jetzt ist te, das v'° Element der ut* Zeile, 
und das ut der vt* Spalte; da e; auch im ersten Element a;, dieser 
Spalte aufgeht, etwa g mal, so braucht man nur das + (9 — 1)fache 
der u‘t* Zeile von der ersten Zeile zu subtrahieren, um +e, an 
die Stelle von a’, zu bringen, und wenn das jetzige erste Element 
a, der ersten Zeile gleich le, ist, wo { eine positive oder negative 
ganze Zahl sein muf, so subtrahieren wir das (/—1)fache der 
vtr Spalte von der ersten und bringen s0 e, an den Anfang der 
Diagonale, in die erste Stelle der ersten Zeile. Darauf verwandelt 
man alle anderen Elemente der ersten Zeile und Spalte in Nullen, 
indem man geeignete ganze Vielfache der ersten Zeile oder Spalte 
von den anderen Zeilen oder Spalten subtrahiert. Jetzt steht an 
der Spitze der ersten Zeile und Spalte das Element e,, und die 
anderen Elemente dieser Zeile und Spalte sind Nullen. Unsere 
Aufmerksamkeit wenden wir nunmehr der Matrix À, zu, die aus 
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dem jetzt vorliegenden À durch Streichen der ersten Zeile und 
ersten Spalte hervorgeht. 

4. Seie, der positive Hauptteiler aller Elemente von À,, oder, 
wenn diese Elemente sämtlich verschwinden, gleich Null. Im 
Falle e; + O kônnen wir dann ebenso wie vorher bei À erreichen, 
daf «> an die Spitze der ersten Zeile und ersten Spalte von À; 
tritt, während die übrigen Elemente dieser Reihen gleich Null 
gemacht werden. Dazu sind aber nur Operationen an den Zeiïlen 
Z2, Z3,..., Z, und an den Spalten So, S3,...,8, der ursprünglichen 
Matrix erforderlich, sodaf also am Ende des Verfahrens die beiden 
ersten Diagonalglieder von À in e,,e2 verwandelt und die anderen 
Elemente der durch diese zwei Glieder gehenden wagerechten und 
aufrechten Reïhen gleich Null sind. Mit der durch Streichung 
dieser zwei Zeilen und Spalten entstehenden Matrix 49 verfährt 
man nun ebenso, indem man sie im Verband mit À läft und durch 
Operation mit den Zeïilen Z3,..., Z, und Spalten 5:,...,8, den 
Hauptteiler e; der Elemente von 43 an die Spitze von 4, bringt, 
während die anderen Elemente von Z; und S; in Nullen ver- 
wandelt werden. 

5. Dieses Verfahren wird so lang fortgesetzt, bis die n —1 


ersten Diagonalelemente von À in e1,62,...,e,_1 verwandelt und 
alle anderen Elemente von Z,..., Z,_1 und 81,...,5,_1 zum Ver- 


schwinden gebracht sind. Dann ist nur noch das letzte Element 
+e, der letzten Zeile und letzten Spalte übrig, das sein eigener 
Hauptteiler ist und, falls es negativ wäre, durch unser Verfahren 
nicht in ein positives verwandelt werden kann, weil nun kein 
Spielraum dafür mehr vorhanden ist. Wir sind somit zu einem 
Diagonalsystem 
Her. Coibisslée Ai 6ù) 

mit den Diagonalelementen €, e9,..., e,_1, te, gelangt, das mit 
der ursprünglichen Matrix À nach dem Satz I des $ 1 zusammen- 
hängt durch eine Gleichung von der Form 


BAD = Y,, 4 = P'AQ, 


wo BP, © Produkte von Elementarmatrizen mit ganzzahligen Para- 
metern sind; daher ist 


IBl.141.1Q| —& [Y| Si 1e2.-. ep 1 (E CPE 
und wegen $ 1, (8): 
|A) = [Y | = AC 62 -. En En): 


Wenn bei +e, das negative Zeïchen gilt, und die Determinante 
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von À daher negativ ist, so kann also in der Tat das letzte Ele- 
ment des Diagonalsystems durch den beschriebenen Algorithmus 
nicht in +e, verwandelt werden. 


6. Als Hauptteiler aller Elemente von À ist e, in e2,e3,...,e, 
enthalten; ebenso geht « als Hauptteiler aller Elemente von À; 
in 63, €4,...;en auf, u.s.W. Ist R der Rang von À, s0 sind 
e1, €, ..., ep nicht = 0, alle weiteren e gleich Null. Es ist nun 
eine schône Eigenschaft dieser Zahlen #,,...,e,, daf 
man sie unabhängig von dem Algorithmus der äqui- 
valenten Umformung definieren kann. Hat nämlich d, 
die in Satz II angegebene Bedeutung, s0 ist zunächst d, = e;; 
da die Unterdeterminanten r*" Grades von À denselben Haupt- 
teiler 4, haben wie die Unterdeterminanten gleichen Grades von 
YU, diese aber, soweit sie nicht verschwinden, gleich dem Produkt 
von je r Faktoren e mit verschiedenen Indizes sind, so ist 


d,=.€1€..ers Al80 6 = d,:d, 31; 


denn das Produkt d, ist der Wert einer jener Unterdeterminanten 
und geht in allen anderen Produkten auf. Alles zusammenfassend 
bekommen wir den Hauptsatz der Lehre von den Weïerstrafischen 
Elementarteilern : 


Satz IV. Jede ganzzahlige Matrix À ist einem 
Diagonalsystem 
A — e1; CD 5 En —1 Re) 
ganzzahlig äquivalent, in welchem 
d, — C1 09... €» 


der positive Hauptteiler aller Unterdeterminanten 
rte Grades von |A|, oder, wenn diese sämtlich ver- 
schwinden, gleich Nullist. Hat À den Rang R, 80 sind 


di; do,..., dr grôBer als Null, dp11,...,d, gleich Null. 
Der Quotient e, —d,: d,_1 ist fürr = R eine ganze Zahl, 
die stets durch das vorangehende e,_; teilbar ist und 


heift der r* Elementarteiler von À. Ist R=<n, 80 
definiert man epyu....,€, als Nullen. 


Damit sind also die Werte der e unabhängig von dem Algo- 
rithmus der äquivalenten Umformung festgelegt, sie sind daher 
Invarianten der Aequivalenz. 


7. Sind zwei ganzzahlige Matrizen À, B einander ganzzahlig 
äquivalent, so sind nach Satz I auch die zugehôrigen, aus den 
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Elementarteilern gebildeten, Diagonalsysteme äquivalent und um- 
gekehrt. Aus den Teilbarkeitseigenschaften der Elementarteiler 
und der eindeutigen Festlegung ihrer GrôBe und Reihenfolge er- 
gibt sich aber sofort, daf beide Diagonalsysteme identisch sein 
müssen, d. h.: 


Satz V. Zwei ganzzahlige Matrizen sind nur dann 
ganzzahlig äquivalent, wenn sie in den Elementar- 
teilern und im Vorzeichen ihrer Determinantenwerte 
übereinstimmen, falls diese nicht verschwiuden (vergl. 
Satz IT). 


Wenn man auf Ganzzahligkeit und Teilbarkeit nicht zu achten 
hat, so gilt immer noch der 


Satz VI. Jede Matrix À vom Range R ist unendlich 
vielen Diagonalsystemen äquivalent, deren R ersten 
Elemente von Null verschieden sind, während die 
übrigen verschwinden. 


Es wird nach dem Vorangegangenen nicht nôtig sein zu zeigen, 
wie man môüglichst rasch zu solchen Diagonalsystemen gelangt; 
auch müssen wir von der Ausdehnung des Begriffes der Elementar- 
teiler auf rationale ganze Funktionen absehen, die nach dem Vor- 
bilde der numerischen Elementarteiler leicht abzuleiten sind. 


$ 3. Darstellung der Matrizen durch Elementarmatrizen. 


1. Hat man ein Diagonalsystem 


(1) U = (a, 4,..., an) 

gefunden, das im Sinne des Satzes IV oder VI des $ 2 zu einer 
gegebenen Matrix À äquivalent ist, so besteht, wie schon in $ 2,6. 
gezeigt wurde, zwischen À und Y eine Gleichung 


(1) PAO = YU, 4 = P'0", 


wo PB, ©, $', © Produkte von Elementarmatrizen sind. Ist 
die Aequivalenz zwischen À und À ganzzahlig, so sind die Para- 
meter der in #8, À, $', À" vorkommenden Elementarmatrizen 
nach $ 2, 5. ebenfalls ganze Zahlen. 

Durch die Formel À = $'AQ* ist demnach die Faktoren- 
zerlegung von À schon so weit durchgeführt, daB uns nur noch 
die Dekomposition von Ÿ obliegt. Diese ist nur dann überflüssig, 
wenn À mit der Einheit E identisch ist, d. h. also bei unimodu- 
laren Matrizen À. Ganzzahlige unimodulare Matrizen 
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sind also stets als Potenzenprodukte von Elementar- 
matrizen Æ,, darstellbar. Im Falle |{| + 1 dagegen 
reichen die Elementarmatrizen zur Darstellung nicht aus, weïl sie 
nach $ 1, (8) unimodular sind. Da nun zwei Diagonalsysteme 
miteinander multipliziert werden, indem man die entsprechenden 
Elemente beider Faktoren mit einander multipliziert: 


(8) (a1,a2,..., an): bi, ..., bn) = (101,909, ..., an by), 

so hat man 

(4) (1; 42, 43, ..., dm) = LE (ay) Eo (ao) ... E, (ay), 

wenn Æ,(x) das Diagonalsystem bezeichnet, dessen »t* Element 


gleich x ist, während die anderen gleich 1 sind. 


2. Diese n Diagonalsysteme E; (x), ..., E,(x) werden daher 
zur Produktdarstellung aller übrigen ausreichen, lassen sich aber 
mit Hülfe der E,, aus einem einzigen ableiten. Zu diesem Zwecke 
beweisen wir erst den 

Satz I. Man erreicht die Vertauschung der ht und 
ktn Spalte einer Matrix À unter gleichzeitiger Um- 
kehrung aller Vorzeichen in der neuen ht Spalte, 
indem man AV} bildet, wo: 

GO) Va = ExEmEx (G+khk=1,2,...,2) 

ist; ebenso geht V,,4 aus À hervor durch Vertau- 
schung der k** und ##* Zeile unter Umkehrung aller 
Vorzeichen in der neuen ht* Zeile. 


Der Beweis ist aus folgenden Tabellen zu entnehmen: 


von is Spalte | At Spalte von |A Zeile| kt° Zeiïle 
A CA Sy A 7, Z 
AE Sp 5x + 57 En À Zn | Zr+ Zn 
AE,r En —Sx | Sr+s Ex En Al — Zn | %+Z% 
À Vy — 5% Sp Vin A | —Zx Zh 


Die Anwendung auf ein Diagonalsystem ergibt sofort: 


Satz II Die Operationen VyAVy, und Vy AVyx be- 
wirken beide an einem Diagonalsystem Y die Ver- 
tauschung des Lt? Elementes mit dem kt, 
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und speziell 
Satz III. Die Matrizen E,(x) (v = 1,2,...,n) lassen 
sich sämtlich aus einer von ihnen ableiten: 


(6) Eg(e) = Vin En) Vix = Vix En (@) Vin GZ D), 
sie sind also einander ganzzahlig äquivalent. 


8. Zur (ganzzahligen) Darstellung (ganzzahliger) Diagonal- 
systeme ist hiernach eine einzige der Matrizen E, (x) erforderlich, 
falls man die V zur Verfügung hat. Das trifft u. a. zu, wenn 
man ein System von Elementarmatrizen E,, nach $ 2 so wählt, 
daf sich aus ihnen alle anderen multiplikativ erzeugen lassen. 
Mit Rücksicht auf die Ausführungen in 1. kônnen wir daher end- 
lich sagen: 

Satz IV. Alle Matrizen lassen sich aus einer end- 
lichen Anzahl von Faktoren vorgegebener Art mul- 
tiplikativ zusammensetzen; dazu eignet sich 

1) eines der Systeme von Elementarmatrizen E,, (x) 

der Sätze III oder IV des $1, in Verbindung mit 

2) einer der Matrizen ÆE}(x), und zwar kônnen ganz- 

zahlige Matrizen mit diesen Faktoren unter 
Verwendung ganzzahliger Parameter darge- 
stellt werden. 


Für ganzzahliges positives oder negatives » ist übrigens 
E,,(r) = E,, (vel. $1,(7). Kombiniert man speziell E, (x) 
mit dem Systeme des Satzes $ 1, IV, so erreicht man 
die Mindestzahl von n+1 Matrizen E,(x), E,, (x) 
durch die sich alle anderen multiplikativ erzeugen 
lassen, und zwar, wenn es gewünscht wird, mit Ver- 
wendung ganzzahliger Parameter. Bei unimodularen 
Matrizen reicht man mit Faktoren vom Typus 
E,, (@) aus. 

4. Bei der ganzzahligen Darstellung eines ganzzahligen 
Diagonalsystems À — (a,,a2,...,a,) durch E,(x) und die Ver- 
bindungen V,x werden i. À. Faktoren E} (x) mit Faktoren V wieder- 
holt abwecbseln, mit anderen Worten, es wird, selbst unter Ver- 
wendung von Elementarmatrizen E,,(x) mit ganzzahligen Para- 
metern i. À. nicht gelingen, À in die Form 
(7) X = RE, (a) S 
zu bringen, wo À und © Produkte von ganzzahligen Elementar- 
matrizen E,,(x) sind und a wegen [R| = 1, [©] — 1 den Wert 


1 
4 
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(8) : ail = 01.40, 

hat. Da nämlich nach (6), falls À nicht schon gleich # ist, 
(9) E;, (a) = Vyp E, (a) Vin 

ist, so würde aus (7) folgen 

(10) À = RVyn En (Q) Vyn S = ME, (GR, 


wo M und À Produkte von Elementarmatrizen E,, (x) mit ganz- 
zahligen Exponenten sind. Dann wäre aber À mit E n(a) identisch, 
also gleich €1,1,...,1, a), ein Schluf, der nur A der Ganz- 
zabligkeit aller tes Matrizen zulässig ist; denn nach $ 2, 
Satz V müssen À und E, (a) dieselben Elementarteiler haben, die 
sich aber aus Æ, (a) als 


ee. Léo 1.1.0; 20 
ergeben, d. h. also: 

Satz V. Sind $ und © Produkte von Elementar- 
matrizen!') mit ganzzahligen Parametern, so ist eine 
ganzzahlige Matrix À nur dann in der Form 

A = $E, (a)Q, a—=|]|A| 
darstellbar, wenn die n—1 ersten Elementarteiler 
von À gleich 1 sind. 

5. Diese Einschränkung wird überflüssig, wenn man von der 
Forderung ganzzahliger Parameter der Elementarmatrizen ab- 
sieht. Ist 
(11) U = (a, 49,..., ay) 
ein beliebiges Diagonalsystem und a; + 0, so füge man das 
1/a;-fache der ersten Spalte der Matrix À zur zweiten, die hier- 
durch in 1,@2,0,0,...,0 übergeht, subtrahiere das (a, — 1)-fache 
der (jetzigen) S von der S,, die danach in 1, —(aj —1)a2,0,...,0 
übergeht, subtrahiere die S1 wieder von der S,, die dann 
0, aja2,0,...,0 lautet und addiere schlieBlich (a, — 1) a Z zu 2. 
Dann hat man wieder ein Diagonalsystem 
(12) Y; —= ce QG A, Us, .. N'a 
das sich vom ursprünglichen nur in den beiden ersten Gliedern 


unterscheidet. 
Ist auch &) + 0, so läft sich {, analog in 


) 2 = (A,1, a 0943,..., ap) 


1) Gemeint sind natürlich die des $ 1. 
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umformen, u.s. w Wenn also der Rang R von Y kleiner als n 
ist und die verschwindenden a, auf Grund des Satzes II ans Ende 
der Diagonale geschoben werden, soda die R ersten Glieder nicht 
verschwinden, so erhält man schlieflich eine Matrix 


(14) A ALT 110,07, 0), 
en 
R 
die zu À äquivalent ist, wenn auch nicht ganzzahlig äquivalent. 
Im Falle À — n dagegen gelangt man schliefilich zum Diagonal- 
system 
(15) = (l, 5... 4) Uw0N Ga = t0) do. 
Wir kôünnen also mit Rücksicht auf 1. feststellen 


Satz V. Eine Matrix vom Range R<n—1 ist stets 
einem Diagonalsystem äquivalent, dessen Diagonal- 
glieder aus R Einsen und n—R Nullen bestehen. Eine 
Matrix À vom Range n und vom Determinantenwert 
a = |A|ist dagegen jeder der Matrizen Æ;(a), E(a),... 
E, (a) äquivalent. 

Bewiesen ist nämlich diese Aequivalenz für ÆE, (a) und folgt 
dann für die übrigen E,(a) nach Satz III; die Aequivalenz ist, 
um das noch einmal hervorzuheben, i. A. nicht ganzzahlig. Daf 
dieser Aequivalenzsatz wiederum eine Zerlegung von À in Fak- 
toren E,,(x) und E, (x) konstatiert, braucht nach dem Voran- 
gegangenen nicht weiter ausgeführt zu werden. 

6. Damit ist das Problem der Dekomposition einer Matrix in 
Faktoren E,,(x) und E,(x) vollständig gelôst und zugleich ein 
Algorithmus angegeben, der bei einiger Uebung sehr rasch zum 
Ziele führt, besonders wenn auf Ganzzahligkeit zu achten ist. 
Wir wollen nun noch andere Elementarmatrizen in Betracht ziehen, 
zunächst die V,,. Wir bilden aus einer Matrix À vom Range x 
der Reïhe nach AVyr, AVig u.s. w.; dann ist die 


ht Spalte | Æ*° Spalte 
von À Sy SE 
AVix | —5% Sn 
AV | —S} — Sy 
A Vix Sy — Sj, 
ma | 
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also AV}: = AV, AV = 4, dh.: 


(16) = E, Vi = Vi 

Fügt man hierzu noch 
(19) Ve = Vu Vin Vi G+k+I 
so gilt der à 


Satz VI. Die n(n—1) Matrizen Vy lassen sichals 
Produkte von n—1 Matrizen Vo (hr=t2, es, RE) 
darstellen, wenn die n—1 Transpositionen («,, By) 
die symmetrische Gruppe der Elemente 1,2,...,n 
erzeugen. 


Setzt sich z. B. das System der V,$ aus 
(18) Via, Vos, Vags ., Vin 


zusammen, s0 ist der Satz wegen V,, = V,, nach (17) unmittel- 
bar evident. Auf diesen Fall läft sich aber der allgemeine immer 
zurückführen. Denn wegen der Transitivität der Gruppe der 
Transpositionen («,, 8) kann man unter diesen # — 1 Zahlenpaaren 
immer solche wählen, die in lückenloser Kette von 1 nach 2 führen: 


a): (71: 72), (72, 73), +.» (2), WO v<n—2; 


also kann man aus den zugehôrigen W der Reïhe nach PV, 
Viyss--. Via bilden. Eine von 2 nach 3 führende Kette aus 
der Reïhe der (&, B) dient dann zur Ableitung von Vos, u. s. w., 
bis man das System (18) gewonnen hat. Da nun, wie eine leichte 
Rechnung zeigt 


(19) ge) = Vas Exp (2) Vaÿ 
(20) BE, (@) = Vi Evg (&) Vay 
(21) Eye (0) = (Vyu Va) Eug © (ya Vas)" 


ist, wenn «@, B, y, Ÿ von einander verschieden sind, so schlieft man: 


Satz VII Die Elementarmatrizen ÆEy(x) lassen 
sich aus einer von ihnen mittels der #—1 Matrizen 
V,,p, des Satzes VI ableiten. 


Es lassen sich daher alle ganzzahligen Matrizen beispielsweise 
zusammensetzen aus einer Matrix ÆE; (x), einer Matrix E,, (x) und 
den #—1 Matrizen Vis, Vos, Vag,..., Vn_1n unter alleiniger 
Verwendung von ganzzahligen Parametern x. 
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7) Bezeichnet man mit {x} die Matrix von » Zeiïlen und 
Spalten, deren erste Spalte von oben nach unten gelesen +, to, ..., % 
lautet, so läft sich die Substitution 


(22) Li ep > apxYx (hk = 1,2,8,...,n) 


durch die Matrizengleichung 

(23) ke} = 4{y) 

vollinbaltlich wiedergeben, was den groBen Vorteil gewährt, daf 
nunmehr ohne Weiteres die Zusammensetzung von Substitutionen 
den Rechenregeln der Matrizenmultiplikation unterliegt: Aus 
x} = A{y}, {y = B{2} folgt sofort {x} — AB {+}. Damit 
ist die Umdeutung unserer Resultate in die Lehre von der Zu- 
sammensetzung der Substitutionen unmittelbar gegeben. Wir 
wollen hier nur bemerken, daB die einfachen Matrizen E,, (t), 
E, (+), V,,, die bei der Dekomposition der Matrizen die Rolle der 
Primfaktoren (oder besser, abgesehen von den E, (t), die Rolle der 
Eïnheiten) übernehmen, in der Eigenschaft übereinstimmen, da 
die zugehôrigen Substitutionen von binärem Charakter sind, 
d. h. nur zwei Variabeln wirklich ändern. Daf man da bei uni- 
modularen Substitutionen nicht mit weniger als n Komponenten 
ausreicht, ist hiernach selbstverständlich. Stellen wir uns nun zum 
Schlusse die Aufgabe, bei der Zerlegung mit der 
Mindestzahl verschiedener Faktoren auszukommen, 
so müssen wir solche Matrizen in Betracht ziehen, die zu Ver- 
änderungen aller Variabeln AnlaB geben, so wie das Krazer 
(1. c.) zuerst getan hat. Ein Blick auf das zu Satz VII ange- 
gebene System 


E;, (2), Es, (x) Vios Vos, Vags es Vut,n: 


worin die V nur die Aufgabe haben, gewisse Spaltenvertauschungen 
zu bewirken, legt sofort den Gedanken nahe, diese Vertauschungen 
durch Wiederholung einer einzigen Operation I' hervorzubringen, 
die alle Spalten zyklisch vertauscht. Die V,; verbinden mit der 
Spaltenvertauschung zugleich eine Vorzeichenänderung in einer 
dieser Spalten, um für die Determinante von V,, den Wert +1 
herauszubringen. Soll auch |I'| — 1 sein, so kommt man durch 
Betrachtung der Substitutionen {x} = l'|y} leicht zu dem Ansatz: 


(24) T= se Tio+e Togt+en 1 Tn_i,n + En nv 


. 1) Vergl. hierzu J. Wellstein, Über die Frobeniusschen Covarianten einer 
Bilinearform, Arch. f. Math. u. Phys. (3) 5, 1903, $ 1. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Naobrichten. Math.-pbys. Klasse. 1909. Left 1. 7 


Ta 
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wo 7,, die Matrix von » Zeilen und Spalten bezeichnet, die in 
der ut Zeiïile an der »t* Stelle das Element 1 führt und sonst 
lauter Nullen zu Elementen hat; die s seien gleich + 1 und an 
einander durch die Bedingung 

(25) E1E263... En = (—1)" 


geknüpft. Da l'aus 81 Ti + 69 Too +: +8, T,, hervorgeht, indem 
man die zweiten Indizes der T (d. h. ihre Spaltenindizes) der Per- 
mutation (1,2,...,#) unterwirft, die vom Charakter (— 1)" ist, 
so hat I' die Determinante 

(26) [Pis eee, (1) "= 1; 

wie verlangt wird, und da die T den Rechenregeln 

(27) Tik Toa = Okp Thq 

unterliegen !), so ist einfach 

(28) PT =,6 Toy teo Tso+ +8, Tin, 

denn nach (27) ist: 

TT = 871,1 +89 To, 9 + + lun D,1+ 22,9 +-+Tyn = E. 


Endlich ist 
(29) Ep, @) = E+xTy, x 
und 
EE, @)T = l+xez Tips, 
TER QT = TT + ep eg Tphr,ny1 = Enr ki (Genk), 
woraus für £ — xeney die für unsere Absicht entscheidende 
Formel folgt: 


(80) Ep, © = TE r(en ext) T 


bei deren Anwendung die Indizes immer modulo x zu reduzieren 
sind. Mittels dieser Formel gewinnt man aus E1,2(x) der Reihe 
nach Es 3 (y), E3,4(e), ..., En n(s), Ey 1 (©) — die Darstellungs- 


formeln lassen sich sofort hinschreiben —, und so sind wir auf 
Grand des Satzes IV zu folgendem schônen Resultat gelangt, mit 
dem wir diese Untersuchung abschliefen wollen: 

Satz VIIT. Alle Matrizen von # Zeilen undSpalten 
lassen sich multiplikativ zusammensetzen aus 
drei Arten von fundamentalen Matrizen 


1) Siehe J. Wellstein, L c., $ 1. 
J 
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1) aus einer Matrix Ey(x), die aber bei unimodu- 
laren Matrizen nicht erforderlichist, 

2) aus einer der Matrizen E,,(x) und 

3) aus der Matrix I. 


Ist die darzustellende Matrix ganzzahlig, so 
erhält E,(x) nur ganze Parameterwerte x, und von 
E,, = E,,() kommennur ganze(positive und negative) 
Potenzen zur Verwendung, ebenso natürlich von I. 
Alle unimodularen Matrizen werden von E,,(x) und 


T'allein hervorgebracht. 
StraBburg i. E., den 19. Februar 1909. 
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Molekulare Eigenschwingungen. 


Von 
E. Madelung. 
Vorgelegt in der Sitzung am 20. März 1909. 


In einem aus einem festen elastischen Stoff bestehenden Stabe 
kônnen in bekannter Weise longitudinale sowie transversale stehende 
Schwingungen bestehen. Die halbe Wellenlänge dieser Schwin- 
gungen, d.h. der Abstand zweier Knoten resp. Bäuche, ist nach 
oben begrenzt durch die Länge des Stabes. Eine untere Grenze 
ist gegeben durch den Abstand der Moleküle des Stoffes. Die 
Berechnung der Schwingungsfrequenz in diesem letzteren Grenzfall 
soll zunächst behandelt werden. 

Um unsere Betrachtungen zu vereinfachen, nehmen wir an, 
daB die Moleküle längs gerader Linien angeordnet seien, die sich 
in gleichen Abständen unter rechten Winkeln schneiden. Bei 
longitudinalen Schwingungen bewegen sich die Moleküle in der 
Längsrichtung des Stabes. Dabei bleibt aber die relative Lage 
aller in einer Querebene liegenden Moleküle ungeändert. Was 
sich ändert ist nur der Abstand dieser Ebenen von einander. Bei 
Transversalschwingungen dagegen bleibt auch dieser Abstand er- 
halten; es tritt nur eine gegenseitige Verschiebung ein. (Dies 
Letztere gilt streng, wenn die Wellenlänge klein gegen den Durch- 
messer des Stabes ist, also im betrachteten Falle.) 

Eine einfache Ueberlegung zeigt, wie die Bewegung aller 
Querebensa im gesuchten Falle kürzester stehender Schwingungen 
zu erfolgen hat. Denken wir uns die Ebenen numeriert, so werden 
alle ungradzabligen die gleiche Bewegung machen, entgegengesetzt 
der aller gradzahligen, soda8 der Schwerpunkt des Systems erhalten 
bleibt. Die Schwingungsknoten liegen dann zwischen je zwei 
Ebenen. $S. Figur 1 u. 2. 


| 
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Bezeichnen wir den Abstand zweier benachbarter Moleküle 
mit a, so ist dies auch der Abstand der Querebenen und gleich 
der halben Wellenlänge. Sind in der Volumeneinheit N-Moleküle 
enthalten, so gilt die Beziehung 


Ne= a; 


Die Kraft, die nôtig ist, um den Abstand a der Ebene um 
da za vergrôBern oder zu verkleinern, bestimmt sich aus der 
Elastizität des Stoffes. Wir haben es hier ja zu tun mit einer 
elastischen Dehnung resp. Verkürzung des durch die Ebenen be- 
grenzten Volumens, natürlich ohne Querkontraktion. Die gesuchte 
Kraft berechnet sich denn am einfachsten aus der Kompressibilität. 
Um nämlich durch einen allseitigen Druck das Volumen v um dv 
zu verkleinern, brauchen wir den Druck dp. Bezeichnen wir die 
Kompressibilität mit x und den Querschnitt des Stabes mit q, 


so git: 


Figur 2. 


do ” d (ga) a 


D .#. 


v qa 
Lassen wir aber nicht einen allseitigen Druck wirken sondern nur 


in einer der drei Richtungen eine Längenänderung unter der 
Wirkung einer Kraft dX eintreten, so wird: 
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d. h. die gesuchte Kraft wird: dK — EU aff 


Wird nun im oben betrachteten Verband der Moleküle eine 
einzelne Querebene um die Strecke da in der Längsrichtung des 
Stabes verschoben, so tritt gleichzeitig eine Annäherung an die 
eine Nachbarebene und eine Entfernung von der andern ein. Bei 
dem Schwingungszustand aber, den wir untersuchen wollen, ist 
diese Annäherung resp. Entfernung doppelt so groB wie die Ver- 
schiebung der Ebene aus der Ruhelage wegen der entgegengesetzten 
Bewegung der benachbarten Ebenen, soda8 also die Ebene Schwin- 
gungen ausführen wird wie unter dem Eiïnfluf einer Centralkraft 
C da, deren GrôBe bei einer Elongation da 


NE aIen 
# a 


Wir berechnen ferner die Kraft, die nôtig ist, um eine Quer- 
ebene in sich selbst um da zu verschieben. Diese Kraft läBt sich 
aus dem Torsionsmodul des Stoffes bestimmen. Wir betrachten 
die Deformation desselben Volumenelementes wie oben. Die ge- 
suchte Kraft wird hier: 


AK — qg.da.T 
a 


wo T den Torsionsmodul bedeutet. Im Verbande aller Molekile 
haben wir auch hier wieder beide Nachbarebenen und deren eigene 
Bewegung zu berücksichtigen, sodaf die Transversalschwingungen 
der Ebene erfolgen wie unter einer Centralkraft Cda, deren GrôBe 
wird: 


C.da = 5 


Die Schwingungsfrequenz ergibt sich in beiden Fällen aus der 
bekannten Formel 


wo m die Masse der schwingenden Ebene ist. Bezeichnen wir 
ferner mit 

D die Dichte des Stoffes, 

M das Molekulargewicht, 

D, die Dichte des Wasserstoffs — 9,—,.10"", 
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M, das Mol. Gew. des Wasserstoffs — 2,—, 
N, die Lohschmidt’sche Zahl — 2,76.10 (nach Planck) !) 
und beachten, daf 
N,M,D 
D, M 


ist, so wird für longitudinale Schwingungen 


N — 


m = 4,68.10' V + 


x M$ D? 
und für transversale Schwingungen 
mn = 2,70.10" (/ 1 . 
M$ Dÿ 


Für den Wert der Poisson’schen Konstanten w — 0,25 unter- 
scheiden sich beide Werte um den Faktor V5 

Da, wie wir im Weiteren sehen werden, die tatsächlich vor- 
kommenden Frequenzen im Bereich der ultraroten Lichtschwingungen 
liegen, geben wir auch die Länge der entsprechenden Lichtwellen 
wieder. Es wird 


10 re 
1 Le > 0641.10" (/ x. mÿ D 
a = ST =inaioy/min 


T 


Es ist nun von grofBem Interesse für einige Stoffe diese Fre- 
quenz numerisch zu berechnen. Ich wählte hierfür die Stoffe 
Steinsalz, Sylvin und FluBspath. Diese drei Stoffe sind regulär 
kristallinisch und entsprechen daher einigermaBen den gemachten 
Voraussetzungen. Es waren dies auch die einzigen regulär kri- 
stallisierten Stoffe, für die das nôtige Material vorliegt. Die 
Zahlen entnehme ich dem Landolt-Bôrnstein’schen Sammelwerke. 
Die elastischen Konstanten sind von W. Voigt gemessen, abge- 
sehen von den eingeklammerten Zahlen, die von Rôüntgen her- 
rübren. 


1) Planck, Wärmestrahlung, p. 162. 
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longitudinal transversal 
1) Steinsalz Na CI 
x — 4,2.107°(5,—) — 5175.10" — 2920.10"? 
T = 1294.10 D Lo 
M = 58,5 à = B8,— (63,3) | 1 — 136 
Die if 26) “ 
2) Sylvin KCI n — 3,62.10" n —= 1,46.10" 
x — 7,45.107: (5,6) 
T = 6,55:10" 4 = 828w(70,7) |A — 205 
Mo 766 1 = 82,8 u (70,7 u 
D = 1,9% 
3) Flafspath CaF, n —= 8,25.10" n — 8,06.10" 
x — 0,12.10°° 
T — 34,46.10°° 1 = 364u — %y 
M=78— 
D = 3,18 


Aus diesen Zahlen ergibt sich das überraschende Resultat, 
daB die Frequenz der longitudinalen Schwingungen sehr nahe 
gleich der der Eigenschwingungen ist, die die elektromagnetische 
Theorie der Dispersion für diese Stoffe postuliert. Diese liegen 
nach Drude’) bei 56,1w, 67,2w und 85,5w. Die Zahlen stimmen 
für Steinsalz und FluBspath sehr gut. Die Abweïichungen bei 
Sylvin sind wohl in der Ungenauigkeit des Wortes der Kompressi- 
bilität begründet, die sich auch in der groBen Differenz zwischen 
den Ergebnissen Voigts und Rôntgens ausspricht. Auch der aus 
optischen Beobachtungen stammende Wert für die Wellenlänge 
ist nicht sehr genau, da er ziemlich weit auferhalb des genau 
gemessenen Grebietes liegt. Bei den beiden andern Stoffen aber 
ist die Uebereinstimmung eine derartige, daf sie unmôglich einem 
Zufall zugeschrieben werden kann. Wir sind daher berechtigt die 
Behauptung aufzustellen : 

Die von der elektromagnetischen Theorie der Dis- 
persion postulierten Eigenschwingungen im Gebiet 
des Ultraroten sind stehende elastische longitudinale 
Schwingungen. 

Wir sind nunmebr auch in der Lage die Ladung zu berechnen, 
die die schwingenden Moleküle tragen. Wir kônnen nämlich den 
Koeffizienten #, der Grundgleichung der Dispersionstheorie (s. Drude 


1) Drude, Lehrbuch der Optik, 2. Auf, pag. 375. 
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1. c.) der ,die Leichtigkeit angibt, mit der die Ionen aus ihrer 
arsprünglichen Lage zu verschieben sind“, aus unseren Grund- 
annahmen berechnen. Hieraus und aus der GrôBe der Ionenladung 
würde sich die GrôBe M, der Dispersionsgleichung ergeben. Da 
letztere bekannt ist, läft sich also die Ladung bestimmen. Wir 
erhalten hierfür leicht die Gleichung : 


2,09 4 / M. MŸ 


1® #.1U'° D° 
Es ergibt sich hieraus für 
Steinsalr e(Mis=1.8977).65= 2 9,66.102° 
Sylvin (Mi=1010747}ve = 1 8,07,10 7% 
FluBspath (M, — 5099) e — 20,25.107"° 


Die Ladung eines Elementarquantums ist nun nach Planck 
gleich 4,69.107%. Wir finden also, daf die Ladung der schwin- 
genden Moleküle gleich der Zahl der in ihnen enthaltenen 
Valenzen ist, gemessen in der Ladungseinheit der Elementarquanten. 
Es ist dies Resultat ein Analogon zu dem Drudes!), der aus den 
ultravioletten Eigenschwingungen die Zahl der schwingenden Elek- 
tronen ebenfalls gleich der Zabhl der Valenzen der Verbindung fand. 

Auch hier darf man wohl die kleinen Fehler auf die Unge- 
nauigkeit in der Kenntnis der Kompressibilität schieben. Setzt 
man die Ladung genau gleich der Valenzzahl, so kann man rück- 
wärts die Kompressibilität und aus diesem korrigierten Wert die 
Eigenschwingungsfrequenz neu berechnen. So ergibt sich für 

Steinsalz x — 4275.10"; 4 = 58,5 
Sylvin x — 5,18 .11"; 4 — 67,7 
FluBspath x — 1,295.107"; 4 — 37,8. 


Der Wert für Sylvin ist hier bedeutend besser geworden, 
wäbrend die andern Zahlen kaum geändert sind. Es mag hervor- 
gehoben werden, daf diese letzte Rechnung kein Circulus ist, aus 
dem die richtigen Zahlen notwendig herauskommen müssen. Man 
kann vielmehr auch diese gute Uebereinstimmung der Zahlen als 
eine Bestätigung der Theorie auffassen. 

Bisher haben wir nur aus der Tatsache, daB die auf Grund 
unserer Theorie gefundenen Zahlen vorzüglich mit den beobachteten 
übereinstimmten, auf ihre Richtigkeit geschlossen. Es ist aber 
auBerdem nôütig, die Frage zu beantworten, in welcher Weise 
Lichtschwingungen stehende elastische Longitudinalschwingungen 


1) Drude, Ann. d. Phys. 14, p. 693, 1904. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1009. Heft 1, 8 
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hervorrufen künnen und wie diese auf den erregenden Lichtstrahl 
zurückwirken künnen. Die erste Annahme, die wir hierfür machen 
müssen, ist die, daB die Moleküle eine Ladung tragen. Die GrôBe 
dieser Ladung ist oben angegeben worden. Das bedeutet aber, 
da entweder auferhalb der Moleküle noch Ladungen existieren, 
die an den Schwingungen nicht teilnehmen, oder aber, daf die 
Moleküle aus zwei Teilen bestehen, die entgegengesetzte Ladungen 
tragen und sich bei den Schwingungen in entgegengesetzter 
Richtung bewegen, daB aber die elastischen Kräfte nur zwischen 
den einen dieser zwei Teile etwa den positiven wirken. 

Die Richtung des erregenden Lichtstrahles muB senkrecht zu 
den schwingenden Querebenen des betrachteten Stabes liegen, da 
alle in einer Wellenfläche liegenden Moleküle den gleichen An- 
trieb in jedem Moment erfahren, als mit gleicher Phase schwingen. 
Es bleibt dann aber zunächst noch unverständlich, wie die trans- 
versalen elektrischen Kräfte des Lichtstrahles longitudinale Schwin- 
gungen der Moleküle anregen kônnen. Um dies zu erklären, 
greifen wir auf die zweite der beiden oben beschriebenen Môglich- 
keiten zurück, indem wir annehmen, jedes Molekül sei ein Dipol 
und die bisher behandelten Verschiebungen seien Drehungen um 
einen in der Axe des Dipols liegenden Punkt. Dann ist es klar, 
daf jede longitudinale Bewegung einer Ladung mit einer trans- 
versalen verbunden ist. Sonach sind die ultraroten Eigenschwin- 
gungen solche der beiden Ladungen des Dipols senkrecht zu ihrer 
Axe. Die ultravioletten kônnte man vielleicht als solche in Rich- 
tung der Axe ansprechen. 

Aufer den beiden oben berechneten Schwingungsfrequenzen 
kônnen noch eine grofe Anzahl andrer mit grô$erer Wellenlänge 
bestehen. Ob die hier behandelten kürzesten eine bevorzugte 
Stellung einnehmen oder nur, als die am leichtesten zu beobach- 
tenden,. allein bekannt sind, bleibt eine offene Frage. Es wäre 
denkbar da die beiden beim Quarz aus der Dispersion berechneten 
ultraroten Eigenschwingungen, die bei 8,83 u und bei 20,7u liegen, 
die longitudinale und die transversale kürzeste Schwingung ist. 
Die beiden sollen sich zu einander verhalten wie 1 zu V5, eine 
Beziehung, die hier nahe erfüllt ist. Uebrigens liegen beim Quarz 
die Verhältnisse zu kompliziert, als daB die oben gemachten 
Grundannahmen zur Berechnung der Eigenschwingungsfrequenz 
ausreichten. Vielleicht sind auch die regelmäBigen Schwankungen 
der Dielektrizitätskonstante des Wassers im elektrischen Spektrum 
durch stehende elastische Wellen zu erklären. 


Seismische Registrierungen in Gôttingen 
im Jahre 1907 
mit einem Vorwort über 
Die Bearbeitung der Erdbebendiagramme. 
Von 
Ludwig Geiger. 
Mit 2 Tafeln. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 6. März 1909 von E. Wiechert. 


Allgemeine Bemerkungen. 


Dieser Bericht schliefit sich an die früheren in diesen Nach- 
richten erschienenen Jahresberichte an. Zuerst ist eine Anweisung 
zur Bearbeitung der Erdbebendiagramme gegeben, die zur Ein- 
führung in die Praxis bestimmt ist. Dann folgt der Katalog der 
hier registrierten Erdbeben. Während des ganzen Jahres waren die 
folgenden Wiechertschen Instrumente dauernd in Betrieb: 

1. das aststische 1200-kg-Horizontalpendel, dessen beide Kom- 

ponenten nach EW und NS orientiert sind; 

2. das 1300-kg-Vertikal-Pendel ; 

3. das 17600-kg-Horizontalpendel, bei dem nur die NS-Kom- 

ponente ausgebaut ist; 

4. das 100-kg-Pendel, das die NS-Komponente liefert. 

Die Instrumentalkonstanten 
T, = Eigenperiode des Instrumentes bei ausgeschalteter 
Dämpfung, 

L — äquivalente Pendellänge, 

I — Indikatorlänge, 

V — Indikator-VergrüBerung oder VergrôBerung rascher 

Schwingungen, 

e — Dämpfungsverhältnis, 

r — Reïbungsausschlag 
wurden im Berichtjahre viermal bestimmt, und daraus jedesmal 

Kgl. Ges. d. Wiss.. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1909. Ilefi 2. 9 
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die Reduktionstafel für die Berechnung der wahren Bodenver- 
rückung nach der Formel 


Frs p 


T \’\° (log nat «) Z \: 
VE (0) +4 enaear (x) 
berechnet. Darin ist 
8 — Dynamische VergrôBerung, 
& — Periode der Bodenbewegung !). 
. Die Konstanten waren wie früher ziemlich stark veränderlich, so- 
daf die Resultate mit etwa 10 0/0 Unsicherheit behañftet sind. 

Die Instrumente wurden sehr gewissenhaft von unserem Haus- 
wart, Herrn Hilke, besorgt. 

Als Grundlage des vorliegenden Jahresberichtes dienten die 
Wôchentlichen Erdbebenberichte, die vom 1.Januar bis 81. März 
und vom 15. Mai bis 31. August Dr. K. Zoeppritz, die übrige Zeit 
der Verfasser besorgt hat. An Hand der Berichte von anderen 
Stationen, insbesondere den Jenensern, konnten nachträglich noch 
einige schwache Beben entdeckt werden. Dabei zeigte sich, daf 
sehr viele in Jena als Beben angesprochene Stôrungen hier gänz- 
lich fehlen, also offenbar durch lokale Unruhe vorgetäuscht sind. 
Die Lage des hiesigen Warte, 2 km von der Stadt, zeigt sich also 
als sebr nützlich. 

Bei den Beben wurde die aus den Zoeppritzschen Laufzeit- 
kurven sich ergebende Herddistanz nur dann mitgeteilt, wenn 
jeder Zweifel ausgeschlossen schien. 

Die Bezeichnungen sind die alten, einige wenige sind neu hin- 
zugekommen (vergl. pg. 18). 

Die Zeit gab uns ca. alle zwei Wochen telephonisch die Kgl. 
Sternwarte, wofür auch an dieser Stelle dem Assistenten, Herrn 
Dr. Kohlschütter, herzlich gedankt sei. Dank dem vorzüglichen 
Gang unserer Normal-Pendelubr von StraBer & Rohde ist die Un- 
sicherheit in den Zeiten kleiner als ‘ Sekunde. 

Zum SchluB ist eine Uebersicht über die mikroseismische Be- 
wegung gegeben, wie sie an jedem Tage morgens 7 Uhr (Green- 
wich) geherrscht hat. Bekanntlich zeigt die mikroseismische Be- 
wegung Schwebungen; deshalb wurde jeweilen die grôBte Ampli- 
tude gemessen. Wenn um diese Zeit die Ablesung durch ein über- 
gelagertes Beben oder Betriebsstôrungen am Instrument unmôglich 
gemacht waren, so ist dies durch ,?“ markiert. Ein ,—“ bei der 
Amplitude bedeutet, daB dieselbe kleiner als 0,2 w ist; fehlt jede 
Bewegung, so ist auch die Periode durch ,—“ ausgefüllt. 


1) E. Wiechert: Theorie der automatischen Seismographen; Abh. d. Ges. d. 
Wiss. Gôttingen 1908. 
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Die Bearbeitung der Erdbebendiagramme. 


1. Die Instrumentalkonstanten. 


E. Wiechert hat gezeigt'), daB jeder noch so komplizierte 
Seismograph mathematisch durch ein einfaches Fadenpendel er- 
setzt werden kann, dessen Ausschläge durch 
einen Zeiger vergrôBert aufgeschrieben werden 
(Fig. 1). Ein solches Pendel ist also durch zwei 
Konstanten charakterisiert: die Pendellänge L 
L und die Indikator(zeiger)-Länge I. Für 
die Schwingungsperiode T gilt also 


T = 2x, (1) J 


worin g die Beschleunigung der Schwere ist, und 
für die IndikatorvergrôBerung V 


î# 
V=s. (2) 


gilt. 

In vielen Fällen ist nun der Seismograph Fig. 1. 
künstlich stark gedämpft, und besonders bei 
mechanisch registrierenden Instrumenten erleidet die Indikator- 
spitze eine wenn auch kleine so doch nicht zu vernachlässigende 
Reiïibung. Schaltet man die Dämpfung aus, und läft das Pendel 


Fig. 2. Fig. 8. 


schwingen (Fig. 2), so wird alle Energie durch die Reibung ver- 
zehrt. Der der Reibung entsprechende Ausschlag r ist gegeben durch 


= }.(y — Ys). (8) 
Schaltet man die Dämpfung ein, und läft das Pendel schwingen 
(Fig. 8), so ist die Dämpfung charakterisiert durch 
= SEA 3 4 
ATEN ‘4 
Jedes gedämpîfte Pendel ist also durch 


1) E. Wiechert: L c. 
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T, (L), I, (Vh,r,e 
vollständig charakterisiert. Wir wollen hier davon absehen, wie 
diese Konstanten praktisch bestimmt werden’), sondern sie als be- 
kannt voraussetzen. Es soll vielmehr gezeigt werden, wie Erd- 
bebendiagramme zu lesen sind. 


2. Ausbreitung der Erdbebenwellen. 

Nach der heutigen Auffassung hat man sich die Ausbreitung 
eines Erdbebens so vorzustellen: 

H (Fig. 4) sei der Herd des Bebens; er liegt erfahrungs- 
gemäB immer nahezu oder ganz oberflächlich. Wir denken uns 
jetzt in H ein ideales Beben, d. h. einen einzigen Impuls. Ueber 
die Konstitution des Erdinnern machen wir gar keine speziellen 

Annahmen. Die Elastizi- 
H :  tätstheorie lehrt nun, daf 


CY sich dieser Impuls in 3 
/ Hauptformen fortpflanzt: 
€ 1) Eine longitudi- 
4 nale StoBwelle, der 


1. Vorläufer (P) geht 


a durch das Erdinnere; die 
Figur der Stofstrahlen 5, 
N d. h. der orthogonalen Tra- 


jektorien der Wellenflächen 

w läBt sich natürlich nur 

unter ganz gewissen Vor- 

aussetzungen über die phy- 

= sikalische  Beschaffenheit 

H des Erdinnern angeben. 

de & Nimmt man z. B. die Erde 

als homogen an, so folgen geradlinige StoBstrahlen; nimmt man 

an, daB die Dichte nach innen zunimmt, so folgen nach aufen 

konkave StoBstrahlen etc. Es ist also durchaus unzulässig, von 

einer ,,Fortpflanzungsgeschwindigkeit zu reden, weil diese ja eine 

Fanktion der Tiefe ist. Dagegen kônnen wir jedem StoBstrahl 

seine Laufzeit zuordnen, d. h. diejenige Zeit, die vergeht, bis der 
StoBstrahl zur Station kommt. 

2) Eine transversale StoBwelle, der 2. Vor- 

läufer (S), geht durch das Erdinnere. Auch hier gilt das beim 


1) Siehe E. Wiechert: Konstantenbestimmung 1908. (Als Manuskript ge- 
druckt). * 
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1. Vorläufer gesagte: jedem StoBstrahl künnen wir seine Laufzeit 
zuordnen. Die Elastizitätstheorie lehrt nun, daB an einer Unstetig- 
keitsfläche, also vor allem an der Erdoberfläche, die Vorläufer teils 
gebrochen, teils reflektiert werden (Riecke, Wiechert). 

Diese elastischen Reflexionen sind aber viel komplizierter als z. B. 
die Reflexion des Lichtes. Jeder rein longitudinale und jeder rein 
transversale StoSstrahl zerfällt im allgemeinen bei der Reflexion in 
einen longitudinalen u n d einen transversalen Strahl. Der reflek- 
tierte Strahl, der gleicher Natur wie der einfallende Strahl ist, 
wird unter dem Einfallswinkel zurückgeworfen, während der andere 
reflektierte Strahl einem komplizierten Reflexionsgesetze folgt. Die 
Energie des einfallenden Strahles geht aber nicht zu gleichen 
Teilen in die beiden reflektierten Strahlen, sondern vorzüglich in 
den gleichartigen reflektierten Strahl. Wir künnen deshalb im 
Allgemeinen die reflektierten Strahlen vernachlässigen, die ihre 
Natur bei den Reflexionen gewechselt haben, und uns auf die- 
jenigen beschränken, die ihre Natur dauernd bewahren, die also 
dem optischen Reflexionsgesetze folgen. Einzig die nur einmal 
reflektierten Strahlen, die ihre Natur bei der Reflexion wechseln, 
sollen noch berücksichtigt werden; sie machen also den einen Ast 
ihres Weges longitudinal, den andern transversal, wobei die 
Reïhenfolge wenigstens für die Laufzeit belanglos ist. Wir nennen 
diese letzteren Wellen , Wechselwellen‘“ (PS), und die nmal 
reflektierten longitudinalen und transversalenWellen 
PR, und SR, All diesen Wellen kann natürlich eine Laufzeit 
zugeordnet werden. 

3) Von A aus breitet sich der Impuls auf der Erdoberfläche 
konzentrisch aus. Die Oberflächenwellen (Rayleigh-Wellen) heïfen 
die langen Wellen‘ (L). Ihre Amplitude nimmt zunächst an- 
nähernd proportinal der reziproken Quadratwurzel aus der auf 
dem Bogen gemessenen Herddistanz ab; nachdem der Aequator um 
H überschritten ist, konvergiert die Welle nach dem Gegenpunkt 
H' von H, die Amplitude wächst entsprechend und erreicht in H' 
ein Maximum, das man sich jedoch ganz diffus über ein grofes 
Gebiet verbreitet zu denken hat. H° kann jetzt als sekundärer 
Herd aufgefaft werden, von dem lange Wellen (L:1) zurück- 
kehren, die in H ein neues Maximum erzeugen, u.s.f, bis die 
Energie vüllig absorbiert ist. Die Elastizitätstheorie lehrt nun, 
daB die Oberflächenwellen sehr komplexer Natur sind. Als 
Hauptphasen unterscheiden wir: das Auftauchen (eL), das 
Maximum (M), und das Ende (F7). Die Maxima der wieder- 
kehrenden langen Wellen Ler, Lreptr, «+ heiBen Mer, Mrepin, : + 
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Alle genannten Wellen also P, PR, PR,,... S, SR,, SR,,... 
PS, eL, M, M1... bezeichnen Phasen. Die obigen Resultate gelten 
ganz unabhängig von der Konstitution der Erdkugel, über die 
GrôBe der Laufzeiten konnte deshalb nichts ausgesagt werden. 
Man wird vielmehr umgekehrt aus den beobachteten Lauf- 
zeiten auf die Konstitution des Erdinnern schliefen 
kônnen. Wiechert fand so, daB: die Erde aus einem ziemlich 
gleichartig sich verhaltenden Metallkern von ca. b200 km Radius 
und einem Steinmantel von ca. 1500 km Dicke besteht. Die Ge- 
schwindigkeit der Vorläufer wächst im Mantel mit der Tiefe, im 
Kern ist sie fast konstant, sie scheint in grofer Tiefe etwas ab- 
zunehmen. Ein StoBstrahl, der nur im Mantel bleibt, ist also 
nach aufen konkav; ein solcher, der auch die äuBeren Schichten 
des Kernes passiert, ist im Kern nahezu gerade, während die beiden 
Aeste, die den Mantel durchsetzen, nach auBen konkav sind; ein 
Strahl, der sehr tief durch den Kern geht, ist dort nach aufen 
konvex. Ueber die Tiefen von mehr als 3500 km ist noch nichts 
bekannt. Man übersieht die Laufzeiten am bequemsten an den 
Laufzeitkurven, wie sie neuestens von K. Zôppriz') konstruiert 
worden sind (Tafel I). Diese geben die Laufzeiten als Funktion 
der längs der Erdoberfläche gemessenen Herddistanz. Legen wir 
an irgend einer Stelle eine Vertikale durch diese Kurvenschar, so 
liefern deren Schnittpunkte mit den einzelnen Kurven den zeitlichen 
Typus jedes Bebendiagramms dieser Herddistanz. Fig. 5 zeigt 
ein so konstruiertes Idealbebendiagramm: 


P PR, PRPR, s Ps SR, SR,SR, \ F 
Fig. 5. 


Die Amplituden und Perioden der einzelnen Phasen sind darin 
ganz willkürlich gewählt. Tafel II zeigt zum Vergleich drei wirk- 
liche Bebendiagramme, deren Herddistanzen 9900, 4800 und 250 km 
betragen. Zunächst fällt auf, daB zwischen den einzelnen Phasen 
nicht Ruhe herrscht, sondern eine Reïhe sehr komplizierter 
Schwingungen auftritt. Ueber diese Schwingungen läft sich 
zur Zeit kaum mehr sagen, als daB die kürzesten Perioden beim 
1. Vorläufer und die längsten Perioden in den langen Wellen auf- 


1) E. Wiechert u. K. Züppritz, Ueber Erdbebenwellen, Gütt. Nachr., math.- 
pbys. Klasse, 1907. 
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treten. Als Regel mag gelten, daf die langen Perioden umso 
mehr vorherrschen, je grôBer die Herddistanz ist (siehe Tafel II). 
Aus dem Vergleich der Diagramme verschiedener Stationen eines 
und desselben Bebens scheint hervorzugehen, da diese Wellen 
zwischen den Phasen nicht nur das Abbild der Erregung am Herd 
sind, sondern weitgehend von der Lebensgeschichte der StoBstrahlen 
abhängen; diese ist wohl hauptsächlich durch die Konstitution 
der obersten Erdschichten bedingt, sodaf diese Wellen an jeder 
Station anders aussehen. Zunächst wird man erwarten, daf die 
Amplituden von P, PR,, PR,,... und von S, SR,, SR,,.. 
immer kleiner werden. Die Erfahrung zeigt dagegen, daB unter 
Umständen PR, resp. SR, viel intensiver als P resp. S ist, ja 
wenn die Herddistanz zwischen 13000 und 16000 km liegt, fehlt P 
und S fast vollständig, während die ersten Reflexionen stark auf- 
treten (Tafel Il). Ist das Beben überhaupt schwach, so wird man 
auch keine Reflexionen finden; das gleiche gilt auch für die 
Wechselwellen. 

Bisher war stets nur die Rede von impulsfôrmigen Beben, 
wie sie auch tatsächlich oft beobachtet werden. Häufig hat man 
sich aber ein allmähliges Reifen der Schichten vorzustellen, das 
dann erst in einem starken Impuls gipfelt. Fig. 6 zeigt schema- 
tisch P eines solchen Bebens. Dieses Reifen spiégelt sich natür- 
lich mehr oder weniger deutlich in S und den ersten Reflexionen 
wieder, während es in den hôheren Reflexionen nicht mehr er- 
kennbar ist. Im Gegensatz zum scharfen Einsatze à des Impulses 
(impetus) bezeichnen wir das Auftauchen mit unbestimmtem Anfang 
mit e (emersio). 


Fig. 6. 


Schon oben wurde bemerkt, daB die langen Wellen sehr kom- 
plexer Natur sind; Tafel II Fig.1 läft dies deutlich erkennen: 
wir haben nicht immer ein ausgeprägtes Maximum, sondern häufig 
mehrere Maxima M,, M,,..., die wie Schwebungen aussehen. 
Das Auftreten solcher Schwebungen ist theoretisch nicht unmôüglich, 
denn erfahrungsgemäB 16st oft ein Beben ein zweiïtes benachbartes 


8 * 
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aus. Die langen Wellen dieser beiden Herde kônnen dann an der 
Station Schwebungen hervorrufen, weil ja nicht gesagt ist, daB die 
Periode und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit beider Systeme gleich 
ist. Vergleicht man die 3 Komponenten der langen Wellen, so wird 
man oft finden, da die Maxima der verschiedenen Komponenten 
zeitlich durchaus nicht zusammenfallen (Tafel II, Fig.ra, b, c). 

Die wiederkehrenden langen Wellen Z;,1 werden nur bei sehr 
heftigen Beben und auch dann nicht oft beobachtet. Aus den 
letzten Spuren des Bebens erhebt sich dann ein Zug sehr regel- 
mäfiger langer Wellen von hoher Periode. L;,n ist wohl kaum je 
mit Sicherheit nachgewiesen worden. 

Schlieflich sollen die mikroseismischen Bewegungen kurz er- 
wähnt werden. Unter idealen Verhältnissen schreibt ein Seismo- 
graph für gewôhnlich eine gerade Linie; praktisch findet man 
statt dessen fast immer dauernde Stôrungen aller Art, die bis- 
weilen sehr bedeutend sind. Weil aber diesen Stôrungen der 
Typus Fig. 5 fehlt, wird man sie schwerlich mit wirklichen Beben 
verwechseln. Ihr Aussehen und die eventuellen Ursachen sollen 
hier nicht besprochen werden. 

Es sollen jetzt einige Winke gegeben werden, wie die Dia- 
gramme eines wirklichen Bebens zu diskutieren sind. 


8. Zeitliche Analyse. 

Dererste Teil jeder Diskussion istdie zeitliche 
Analyseunddarauf die Bestimmung der Herddistanz, 
nicht etwa, weil es für die theoretische Seismik wichtig zu wissen 
ist, wo gerade dieses Beben war, sondern weil die gefundene 
Herddistanz die elastische Erdbebentheorie weitgehend prüft. 

Wir wollen uns eine mittelgroBe Station denken, d. h. eine 
solche, die mit irgend welchen Seismographen alle 3 Komponenten 
registriert. Stationen, denen die Vertikalkomponente fehlt, wird 
die Diskussion im allgemeinen schwerer fallen, aber doch in den 
meisten Fällen gelingen. 

Zuerst schafft man sich durch einen Gesamtvergleich der Dia- 
gramme die Arbeitshypothese der Herddistanz 4. Durch ober- 
flächliches Auszählen der Zeïitdifferenz zwischen den vermutlichen 
P und $ einerseits, ? und M andererseits bietet dies an Hand 
der Laufzeitkurven (Tafel I) keine Schwierigkeiten. Diese vorläu- 
fige Herddistanz darf bis auf 10 ‘/ falsch sein. Sind S — P und H— P 
unvereinbar, so sind die Phasen teilweise oder ganz falsch ange- 
sprochen. Man wird also so lange probieren, bis beide Zeiten 
einigermañen gleiche 4 liefern. Dabei ist das Diagramm des Ver- 
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tikalpendels äuferst nützlich: aus unsern frühern Ueberlegungen 
ging doch hervor, da P, PR,, PR,,... Longitudinalwellen sind, 
die Erregungen in der Station haben also eine starke Z-Kompo- 
nente; S, SR,, SR,, ... sind dagegen Transversalwellen, die Erre- 
gungen in der Station sind also vorwiegend horizontal. Wenn 
man dies genügend beachtet, wird es fast immer gelingen, P und 
S richtig anzusprechen. Liegt 4 zwischen 13000 und 16000 Kïilo- 
metern, so fehlt freilich P fast ganz, während PR, auftritt. Man 
wird ein solches Beben trotzdem leicht verstehen, weil einerseits 
M —S dieses À liefert, andererseits vor PR, einige schwache Wellen 
auftreten, die ein Rudiment von P sind. Ist das Beben nicht im- 
pulsiv sondern ein Reïfen, so ist die Bestimmung von S — P ziem- 
lich ungenau. Am besten berücksichtigt man dann nicht eP und 
eS, sondern den dem ReïfBen folgenden Impuls iP und iS (vgl. 
Fig. 6). Nachdem also 4 provisorisch bestimmt ist, mift man die 
Zeit von P und S definitiv, woraus A definitiv folgt. In günstigen 
Fällen kann P und S$S bis auf 1 Sekunde gemessen werden, sodaf 
4 nur mit einem Fehler von 10 behañftet ist. Oft ist es nicht 
leicht, S scharf anzusprechen. Man geht wohl am sichersten, 
wenn man denjenigen Punkt wählt, wo die Kurve plôtzlich ganz 
unvermittelt ihre Richtung ändert. Dann sucht man an Hand 
der Laufzeitkurven nach Reflexionen (also auch PS), und mift 
deren Zeiten. Fügen sich diese Zeiten gut in die Laufzeitkurven, 
so erfährt Z dadurch eine starke Stütze, andernfalls muf 7 nach- 
geprüft werden. ŒÆEndlich mift man die Zeiten von eL und F'; 
diese sind nur sehr roh angebbar, haben aber auch kein beson- 
deres Interesse. Bezüglich der maximalen Bodenbewegung A1, Mer. 
mu schon hier betont werden, daf diese nicht immer mit der 
grübten Amplitude des Diagrammes koinzidiert, sondern mehr 
oder weniger instinktiv durch Probieren gesucht werden mu. Auf 
die dabei anzuwendende kinetische Analyse kommen wir unten 
austübrlich zurück. Die Zeit von M, Mr, ... ist also jetzt noch 
nicht definitiv bestimmbar. 

Es soll gleich hier bemerkt werden, daB die Zôppritzschen 
Laufzeitkurven für P und S bis Z — 9000 km recht genau sind, 
oberhalb jedoch durch neue Beobachtungen etwas korrigiert werden 
müssen. Den Kurven der Reflexionen kommt weniger Gewicht 
zu; sie sind aus den P- und S-Kurven berechnet, stellen also keine 
direkten Beobachtungen dar. Die neuesten Beobachtungen zeigen 
oft Abweichungen der Reflexionen bis zu 20 Sekunden von den 
Laufzeitkurven. Noch weniger Gewicht hat die Kurve der Maxi- 
malbewegung; sie ist eben nur ein Mittelwert der sehr komplexen 
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langen Wellen. Die definitive Bestimmung von Z darf also nur 
auf S — P basieren; mit ihrer Festlegung ist die zeitliche Analyse 
aubBer für M, Mr, ... erledigt und wir kommen zur 


4. Kinetischen Analyse der einzelnen Phasen. 


Diese basiert auf der Ermittelung der Periode ZT und des 
wahren Wertes À der Bodenbewegung. 


Unter der Periode € der Bodenbewegung versteht man eine 
ganze Doppelschwingung; sie liegt zwischen Werten unter 1 Se- 
kunde und über 1 Minute. ©% ist immer da zu messen, wo die 
Amplitude gemessen werden soll. Bei Z, L:1, ... macht ihre Messung 
kaum Schwierigkeiten. Man findet dort sehr häufig Perioden von 
8 und 17 Sekunden. E. Wiechert!) glaubt darin Eigenschwin- 
gungen oberflächlicher Erdschichten zu sehen und berechnet daraus 
deren Dicke zu 14 und 35 km. Sehr schwierig ist die Messung 
von © in den Vorläufern. Eïinigermafen mefbar ist hier Z nur 
bei den Einsätzen à dieser Phasen, während in dem Gewirr der 
Schwingungen zwischen den Vorphasen wohl nur die harmonische 
Analyse mittelst eines groBen mechanischen Analysators zum Ziele 
führt; aber für die regelmäBige Bearbeitung der Diagramme kann 
dies ja nicht in Frage kommen. 

Viel umständlicher als die Messung von & ist die Ermittelung 
des wahren Wertes der Bodenbewegung À, resp. deren 3 nach 
Ost-West, Nord-Süd und dem Zenit gerichteten Komponenten 4,, 
À,, À, Dazu wird man zunächst in jeder Phase die grôBte Am- 
plitude À von der gedachten Ruhelinie aus messen. Es wäre nun 
falsch, wenn man zur Berechnung von À einfach Ÿ durch die In- 
dikatorvergrüBerung V (pag. 1) dividieren wollte. E. Wiechert?) 
hat nämlich gezeigt, daB die VergrôBerung $ im Diagramm eines 
gegebenen Seismographen sehr stark von © abhängt. Es ist 
nämlich 


DR NE PNEUS &) 
VE- Gi) +462) -(7) 
un 
| en @ 
WoTrIn 


1) E. Wiechert u. K. Züppritz, Ueber Erdbebenwellen. 1. c. 
2) E. Wiechert, Theorie der automatischeu Seismographen. L. c. 
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V = Indikator-Vergrôüferung des Instramentes, (vergl. 
T, = Eigenperiode des ungedämpften Instrumentes, |pag. 107) 
TZ — Periode der Bodenbewegung, 
ee — für die Dämpfung charakteristische Konstante. 
Praktisch kann man (6) stets ersetzen durch 
Tr \! 0,538 (log €) 
OR PNR PIS We ’ 
() 1 + 0,838 (log e) (6) 


Man sieht, da8 wenn ® klein neben T'ist, 8 — V wird. Des- 
balb heïft V auch die VergrôBerung rascher Schwingungen. Ist 
aber © groB neben T, so wird $ viel kleiner als PV. 


Die Empfindlichkeit des Seismographen sinkt also stark, wenn 
Z grôüBer als T ist. Den Einfluf von « auf 8 zeigt die folgende 
Tafel: 


2,0 | 0,042 || 3,0! 0,110 | 4,0! 0,163 | 5,0 | 0,208 | 6,0! 0,245 | 7,0 | 0,277 
2,1| 0,053 | 3,1! 0,115 | 4,1! 0,168 | 5,1| 0,212 | 6,1| 0,249 | 7,1 | 0,280 
2,2 | 0,059 | 3,2 | 0,120 | 4,2! 0,173 | 5,2| 0,216 | 6,2| 0,252 | 7,2 | 0,283 


2,3 | 0,066 | 3,3 | 0,126 | 4,3 | 0,178 | 5,3 | 0,220 | 6,3! 0,256 | 7,3 | 0,287 
2,4 | 0,072 | 3,4| 0,132 | 4,4! 0,182 | 5,41 0,224 | 6,4! 0,259 | 7,4 | 0,290 
2,5 | 0,079 | 3,5 | 0,137 | 4,5 | 0,187 | 5,5 | 0,228 | 6,5 | 0,262 | 7,5 | 0,293 
2,6 | 0,085 | 3,6 | 0,142 | 4,6! 0,192 | 5,6 | 0,232 | 6,6| 0,266 | 7,6 | 0,296 


2,7 | 0,091 | 3,7 | 0,148 | 4,7| 0,196 | 5,7] 0,236 | 6,7] 0,268 | 7,7 | 0,298 
2,8 | 0,096 | 3,8! 0,153 | 4,8! 0,200 | 5,8 | 0,239 | 6,8! 0,270 | 7,8| 0,301 
2,9 | 0,103 | 3,9 | 0,158 | 4,9! 0,204 | 5,9! 0,242 | 6,9 | 0,273 | 7,9 | 0,303 


Um also À zu finden, ist À durch $ zu dividieren. Hat man 
Y% in Millimetern gemessen, so wird À meist nur ein sehr kleiner 
Bruchteil eines Millimeters. Man drückt deshalb À ‘100 Millimetern 
oder uw aus. Wenn die Instrumentalkonstanten bekannt sind, 
rechnet man sich nach (5) für jede Komponente eine Tabelle der 
Werte 1000/% für das Argument & — 1, 2, 8, 4, 5,6,... 19, 20, 
292, 24, 26, 28, 80, 35, 40, ... 55, 60 Sekunden. Es ist dann einfach 

1000 

AIN: ni 
rechnung der Tabelle für jede Komponente etwa 2 Stunden, sie 
muB jedoch nach jeder neuen Bestimmung der Instrumentalkon- 


Mit Hülfe eines Rechenschiebers erfordert die Be- 


118 L. Geiger, 


stanten von neuem ausgeführt werden. K. Züppritz!) hat 


& \\ MEN ARE \? 

Ve-ET GET 
für die Argumente & und Œ%/7, tabuliert, sodaf 1000/8 mit dem 
Rechenschieber durch einfache Division gefunden wird. Freilich 
liefert dieser Weg 1000/% nicht für ganzzahlige Argumente Z; 
die solchen Argumenten © entsprechenden Werte 1000/8 erhält 
man erst durch lineare numerische Interpolation. Aus der Kritik 
der Bestimmung von À folgt, da das Resultat mit einem Fehler 
von zirka 10 0/0 behaftet ist; man wird deshalb À innerhalb dieser 
Grenze abrunden. Schon oben war bei der Besprechung der zeit- 
lichen Analyse bemerkt worden, dafi die Zeit von M, Mir, :.. 
erst nach der kinetischen Analyse definitiv gefunden werden kann. 
Man wird also in zweïfelhaften Fällen À für mehrere Stellen be- 
rechnen und den grôBten Wert von A+ 45+ 4% als M, Mir... 
beibehalten. In schwierigen Fällen empfehlt es sich, bei M, Mer, .…. 
die verschiedenen relativen Maxima einzeln als M, ,,... 
zu notieren. Jedenfalls ist es für die künftige Erforschung der 
komplexen langen Wellen sehr nützlich, wenn sie schon jetzt müg- 
lichst eingehend analysiert werden. Schon heute erlaubt die Mes- 
sung von À eine Prüfung der Theorie (Rayleigh); diese verlangt 
für die in der Vertikal-Ebene durch den Herd schwingenden Wellen, 

M, 

daf — 7... 
VAE + M: 
tigen dies meist gut. Mit der Ermittelung von 4,, 4,, À, ist die 

kinetische Analyse in der Hauptsache beendigt. 


— 1,4; meine Messungen an einigen Beben bestä- 


d. Verschiedenes. 

Während die zeitliche Analyse uns nur die Herddistanz geliefert 
hat, erlaubt die kinetische Analyse manchmal die näherungsweiïse 
Bestimmung der Herdrichtung. Es fragt sich zunächst, welche 
Phasen dazu am geeignetsten sind. Wir wissen, dafi L, Lip, ... 
sehr komplex sind, also müssen sie hier aufer Betracht bleiben. 
Ferner wissen wir, daB S, PS, SR,, SR,, ... teilweise oder reine 
Transversalwellen sind, jedoch kônnen wir garnichts tüiber das 
Azimut ïihrer Schwingungsrichtung aussagen; also müssen hier 
auch diese Wellen aufer Betracht bleiben. Es bleiben uns nur 
die Longitudinalwellen P, PA, PR,,... übrig, unter denen wir 
uns auf l beschränken wollen. Je grôBer nun Z ist, umso grôüBer 

1)-K. Züppritz, Seismische Registrierungen in Gôttingen im Jahre 1906. Gütt. 
Nachr., math.-phys. KI. 1908. Kin graphisches Verfahren werde ich im nächsten 
Jahrcshericht mitteilen. 
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ist auch der sog. Emergenzwinkel von P, d.h. derjenige Winkel, 
unter dem P die Erdoberfläche an der Station trifft; er entspricht 
im allgemeinen nicht dem Radius vector vom Herde (vergl. Erdbeben- 
wellen $$ 25 u. 26). Im allgemeinen hat also P zwei horizontale und 
eine vertikale Komponente, sodaf die Herdrichtung aus 4,und 4, durch 
Parallelogrammkonstruktion folgt. Man verfährt dazu folgender- 
mafen: manstôft die stationäre Masse des Seismographen einmal in 
der Richtung von E nach W, dann in der Richtung von N nach S an. 
Der erste Ausschlag entspricht dann einer Verdichtungswelle in 
der Richtung von W nach E, der zweite einer solchen von S nach 
N. Wenn dies ein für alle mal bestimmt ist, ergibt sich aus den 
beiden Horizontaldiagrammen die Richtung von À, und 4,, die nega- 
tive Resultante weist nach dem Herde. 

Dieses Verfahren ist aber nur bei heftigen À 
Beben und auch dann nur mit grofer Vorsicht 
anzuwenden; denn bei schwachen Beben ist die 
erste Verdichtungswelle verwischt, sodaf ganz 
falsche Richtungen folgen würden. Im allge- A 
meinen wird man sich lieber darauf beschränken, 
anzugeben, daB der Herd z. B. in E-W-licher 
Richtung liegt, wenn bei P À, wesentlich grôBer 
als À, ist. Her L 

Die genaue Lokalisierung des Herdes kann DE 
nur an Hand der Herddistanzen mehrerer weit auseinander lie- 
gender Stationen durch sog. seismische Triangulation geschehen. 
Dies würde uns aber zu weit von unserer Aufgabe abführen, wes- 
halb hier nicht weiter darauf eingegangen werden soll. 

Oft ist es erwünscht, sich über die geographische Lage des 
Herdes zu orientieren. Roh erreicht man dies am einfachsten mit 
einem Globus, zu dem man sich einen in Kilometer geteilten halb- 
kreisfürmigen MaBstab beschafft. Der Mafistab mu natürlich so 
angelegt werden, da er einen grüfiten Kreis auf dem Globus be- 
schreibt, der die Station in der mutmañflichen Himmelsrichtung 
passiert. 

Für genauere Zwecke ist die Berechnung von 4 nach der 
Formel 


ne 


cos À — {sin y, sin q,+ COS py COS p, COS (4,—4,)}. 111,1 km 


nütig, worin œ und 4 die geographische Breite und Länge des 
Herdes und der Station sind. Grablowitz u. a. haben für einige 
Stationen Weltkarten gezeichnet, die einerscits die Kurven 
4 — 1000, 2000, 3000, ... 20000 km, andererseits einige Kurven 
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enthalten, die alle Punkte verbinden, die von der Station aus be- 
trachtet gleiches Azimut besitzen. Die ersteren Kurven, die Aequi- 
distanten, gestatten bei grôferen Karten Z hinreichend genau ab- 
zulesen, die letzteren Kurven, die Direktiven, sind zur genauen 
Richtungsbestimmung unumgänglich nôtig. Bevor wir diese Be- 
trachtung über die Lokalisation des Herdes abschliefen, wollen 
wir noch kurz eine von Angenheister !) angegebene Methode zur 
Berechnung von Z aus den Zeïten von M, M1... erwähnen, 
die freilich meist nur weniger genaue Resultate zu liefern vermag. 
Setzt man voraus, daB sich die L, L:1,... mit konstanter Gre- 


schwindigkeit v ausbreiten, so folgt 
40 000 km — (M — Mt) .®. 
=, (8) 


darin ist v zunächst unbekannt. Umgekehrt fand Angenheister 
bei bekanntem Z dafür 


4 


v — 8,2 km/Sec. 

Die M, Mr, . .. leisten uns aber !) einen andern sehr wichtigen 
Dienst: ihre Amplituden À, Axpr, ... gestatten zu berechnen, wie 
stark die Absorption der langen Wellen ist. Wenn nämlich gar- 
keine Energie absorbiert würde, so wäre 

A — ÆrepI == ArepTI MONS C 
Ist I, Lspr, ... die Energie von M, Mer, ..., s0 ist 
L 
Te Re (10) 


worin € — Basis der nat. Logarithmen, 
d — Weg, den die langen Wellen zurücklegen, bis sie zum 
folgenden Mal durch die Station gehen, 
a — Absorptionskoeffizient ist. 


Aus (10) folgt 


“Ales 2,3 À 
Morse Es RENE sa) (11) 


Angenheister findet so bei 6 Beben 
a — 0,00026; 0,00018; 0,00034; 0,00028; 0,000 18; 0,000 29. 


Wenn man die Heftigkeit eines ErdstoBes beurteilen will, so ist 
dafür nicht die Amplitude À maBgebend, sondern die Aenderung 


der Beschleunigung der Schwere %. Weil g = konst. genügt 


1) Gütt. Nachr., math.-phys. KI. 1906. 
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zur Beurteilung 0g. Es ist angenähert 

Ôg = ee 
Mift man À in w, & in Sekunden, so folgt 0g in Milligal = ‘100 Gal 
PCA = TO) 

Damit die Diskussion eines Bebens mit solchen anderer Sta- 
tionen vergleichbar wird, sind alle Zeiten sehr gewissenhaft auf 
absolute Zeit zu reduzieren. Es setzt dies voraus, da die Sta- 
tion über eine ausgezeichnete Pendeluhr verfügt, deren Stand min- 
destens alle 2 Wochen durch eine astronomische Zeitbestimmung 
ermittelt wird. Bezüglich der Methoden, die sich dazu eignen, 
sei auf die einschlägige astronomische Literatur verwiesen. Es ist 
üblich, auf Greenwicher Zeit zu reduzieren, und von Mitternacht 
bis Mitternacht von 0 bis 24? zu zählen. Es sei noch besonders 
hervorgehoben, da8 die Laufzeitkurven nur dann verbessert werden 
künnen, wenn die absoluten Zeiten aller Stationen bis auf 1 Se- 
kunde richtig sind. 


6. Beispiel einer Analyse. 
Es soll das Beben Tafel IT, Fig. 1 a, b, c diskuttiert werden. 
1) Zeitliche Analyse. Ueber P ist wohl kein Zweifel, 
und S$ ist durch sehr heftige Horizontalkomponenten bei fast gänz- 
lich fehlender Vertikalkomponente charakterisiert. Roh gemessen ist 


S—P—1im M-—$S — 33m, 
Die Laufzeitkurven liefern also 
4 —= 10000 km resp. — 11 500 km, 
also ist 7 — 11000 km unsere Arbeitshypothese. 
Dann messen wir als definitive Zeit 


P = 6h 21m 9s 
S—=6 32 0 
S— P — Oh 10m b1s, 


sodaf 4 — 9800 km definitiv gilt. 


Nach den Laufzeitkurven ist dann 
PR, bei 6h 25m 


Ph 07 
PRE wo 
PE 321/ 
SRE = 438 
SRE end2 
SR, » 44h 
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zu erwarten. Tatsächlich finden wir dort starke Wellen, deren 
genaue Zeit 


PR, — 6h 24m 40s 
PRNSS 27 O0 
PR, 28 30 
S = 32 O0 
PS — 38% 70 
SR = 38 6 
SRE 42 O0 
SR, — 44 9 ist. 
SchlieBlich ist 
eL — 6h 46m 
M. 11802 
— nach 9 40. 


Diese Zeïiten sind an diesem Tage um — 95 zu korrigieren, um sie 
auf absolute Zeit zu reduzieren. 

2) Kinetische Analyse. Wir finden als Länge einer 
Minute 9,6 Millimeter. Zuerst behandeln wir P. Die Länge der 


Doppelschwingung Æ ist 2,4 Millimeter, also gleich 14 Sekunden. 
Für Y finden wir 


= 9,0 mm, X/—="1,7 mm, ‘A,—3,8 mm. 
Nun habe die Konstantenbestimmung geliefert: 


Fi L4 | & 


EW-Komp.| 13,0 
NS-Komp. | 12,6 
Z.-Komp. 3,D 

die Tafel pag. 11 liefert also 


T° 2 
de) — 0,220: 0,163; 0,085 
und für © — 14 Sek. ergibt (5) 


ee = 6,48; 5,92; 82. 
Also ist 
Ai:—192 bus d,.= 100u:.4; =wlau, 
oder rund 


À, Ou: FA, = 10u% A4, = 9008. 


Analog werden die übrigen Phasen vermessen, sodaB wir fol- 
gende Analyse erhalten: 
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| n 

£ & Tai : 

tum | é 8 re Perioden AMAR | Bemerkungen 

| s a (Greenwich) 

| Le Ag Ax | Az 

| 

207 h/me.s 8 u u u 

115|IIlu| eP | 621 O0| 14 20 10 | 300 | Herd9800kmE-W-lich; 
PR: 24 31| 14 50 20 |300 | Chilpancingo in Mexico 
PR: 26 b1| 14 20 61}| 100 | zerstürt. 
PR: 28 21| 14 13 b | 100 


M: | 7 5,0 18 450 | 350 11500 
F  |nach 92 40w 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-pbys. Klasso 1909. Heft 2. 10 
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Zeichenerklärung. 


Charakter des Erdbebens: 


I = merklich, II — auffallend, III — stark. 
d (— terrae motus domesticus) =.Ortsbeben (am Orte fühlbar). 


V= » »  vicinus) — Nahbeben (unter 1000 km 

L'e »  remotus) — Fernbeben (1000—5000 km). 

us »  ultimus) = sehr fernes Beben (über 5000 km). 
Phasen: 

P (— undae primae) — erste Vorläufer (Longitudinalwellen). 


PR, = n mal an der Erdoberfläche reflektierte erste Vorläufer. 
S (= undae secundae) — zweite Vorläufer (Transversalwellen). 
SR, — nmal an der Erdoberfläche reflektierte zweite Vorläufer. 
PS —sog. Wechselwellen, d. h. Wellen, die bei der Reflexion an 
der Erdoberfäche ihren longitudinalen Charakter in trans- 
versalen oder umgekehrt verwandelt haben. 
L (— undae longae) — Hauptbeben (,lange Wellen“). 
M'(= maximae) — grôfte Bewegung im Hauptbeben. 
Mt — Oberflächenwellen, die die Station über den Gegenpunkt 
erreichen. 
Mu — Oberflächenwellen, die über Station, Gegenpunkt, Herd die 
Station zum 2. mal erreichen. 
C (= coda) — Nachläufer. 
F (= finis) — Erlôschen der sichtbaren Bewegung. 


Art der Bewegung: 
1 (— impetus) — Einsatz. 
e (— emersio) — Auftauchen. 
ZT — Periode — doppelte Schwingungsdauer. 
A — Amplitude der Erdbewegung, gerechnet von der Ruabhelinie 


aus. 
Ax — N-S-Komponente von A. 
Ar —E-W ” He 


Zeit und MaB8: 


Zeit — puise Greenwicher, gezählt von Mitternacht zu Mitter- 
nacht. 
UE — Mikron — ‘/100 Millimeter. 
À ist kein geeignetes MaB für die Heftigkeit eines Bebens, 


sondern ee worin g die Beschleunigung der Schwere, /g deren 
Aenderung ist. Bei periodischen Stôrungen ist genähert Z4g — 
EX Wird À in w, © in Sekunden gemessen, so erhält man 4g 


in Milligal. 1 Milligal — ’/100 Gal — ‘how C-G-S-Einheit der Be- 
schleunigung. Weil g — ca. 980 Gal ist, ist 1 Milligal ca. 1 Milli- 
ontel der Schwerebeschleunigung g. 


Perioden 


(Greenwich) 


Charakter 


= 6 

© Zeiten 
æ 

S 

Pa 


e |16 56 43 
Pr 
I L 0 38 bis 21 
b0 
L L |15 33 bis 17 
50 
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Amplituden 


2'p2 


Bt 
8 

(20) 

13 


125 


Bemerkungen 


Vertikalseismometer. 


Vertikalseismometer. In Tonga 
gefühlt. Herd ca. 16500 km. 


Sehr unregelmäBige Wellen; 
eine Reïhe von Maximis von 13n 
12m bis 14h 10m. F geht verloren 
im folgenden Beben. 


iP nur im Vertikalseismo- 
meter deutlich erkennbar. 


S läft sich wegen Ueberlage- 
rung durch das vorige Beben 
nicht sicher angeben. 


Vertikalseismometer.  Herd 
9 300 km. 


17 000 kg-Pendel. 


10* 


Datum 


10 


12 


12 


14 


19 


21 


CS 
D 
© 


Charakter 


I (r) 


Iu 


Iu 


Zeiïten 
(Greenwich) 


20 49 561 
59.11 
21 11,5 
17,8 
20,2 
22 


13 19 13 


L. Geiger, 


8 


3"/a 


D'/2 


Bemerkungen 


Die sichtbare Bewegung er- 
lischt um 7h 30m. Um 7h 39% 
tauchen wieder lange Wellen auf. 


Vertikalseismometer. 


S läBt sich wegen starker mi- 
kroseismischer Bewegung nicht 
angeben. 


Vertikalseismometer. Herd 
7900 km. Kingston auf Jamaica 
zerstôrt. 


S und F wegen starker mikro- 
seimischer Bewegung unsicher. 


Vertikalseismometer. 


S sehr schwach, verschwindel 
in der mikroseismischenBewegung 
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S& a : : 
“Datum | ë EL vs Perloden [| ne FPHENden Bemerkungen 
s e (Greenwich) 
1 _ Ag ÀAy 
h 8 8 
Fan. 22 eL | 2 44 AN 
M b0'/: 8 1,6 1,5 
1 
|» 221 I eP |13 46 26 — = Le. P und S unsicher. 
| S 51,5 10 0,8| 0,7 
eL |14 6 
M 738. 15 1 2 
F |14 20 
nn 25) Iv E 0 23 38 —— — — 17 000 Kg.-Pendel. 
| (S) 25 8 1 — — In den Abruzzen gefühlt. 
L 26 16 
M 26,5 1,3 — 0,15 
F 29 | 
Mn 27|1(v)| eP | 5 7 26 1 — Æ Sehr schwach im 17000 Kg-- 
| Pendel. _— 
(L) 9 _ — — In Jemtland (Schweden) gefühlt. 
| ? . 
is ! s 
j, 31! 1 | L | 245 bi 14 1,0! 1,2 
| 
F ebr. 2| Iv | 1P | 9 9 26 3 0,6! 0,9| Vertikalseismometer. 
| S 12 55 ee — = Herd 2000 km. 
| i 1927 4 0,6| 2 
M 17 bl 14 12 10 
F |10 
| . 8| Iu |(GP) |19 55 42 12 0,8 0,3| Vertikalseismometer. 
S |20 5,8 15 21» 1 
(SR) 12,2 15 1,41082 
| eL b 
M 38,b 23 9 18 
N C 49 20 7'hl 6 
| F |21 30 
, 14| Iu | eL |17 54,2 15 0,4! 1,5 
F |18 10 
16| Iu | eL |22 33+'/" 18 0,3 1,5| Die Zeitmarkierung hat seit- 


% F 123 10 weise versagt. 


128 L. Geiger, 
5 | & 
Datum é 3 Zen Perioden Amplituden Bemerkungen 
s a) (Greenwich) 
5 F4 
Âg | AN 
bh ms s u u 
Febr. 23| Iu | eL |21 13,8 30 6 2 
25 F 
» 24|Iu | iP | 732 4 3 _— — Vertikalseismometer. 
(eS) 41,3 14 0,6 1,2 
e(SRi) 46,8 14 0,9 1,8 
e(SR:2) 50,2 14 0,3! — 
M 8 13 20 7 7 eL unsicher, fällt in den Pa- 
F 9 pierwechsel. 
März 12| I L |12 30 bis 9 0,8 1,0 
40 
» 121 I L |21 27 bis 12 1 0,3 
29 
1:42) EL L |22 48 bis 12 1 0,3 
50 
à PA I L |12 30 bis 
40 
» 221 Iv P_ M9 11 12 E _ 0,02 | In Admont u. Rottenmann ge- 
e 11558 11 res 0,08 füblt (Ennsthal). 
eL 12 23 
F 15,5 
no re | Le 12 dibisl + < “Hire 
6 
SH limlilelbLdsinal ! 2e | = 
2 5 
» 26] Iu | eP |11 32,8 — — — Vertikalseismometer. 
S 42 21 9 2°}: 1,0 
M 1|12 13 12 0,5 1,0 
F 30 
24h J | L 1 5 bis 17 1,8 4/2 
2 
vase 2740 nl | L |23 17 bis 12 0,8| — 
| 23 
RCI: | L | 7 52 bis| 14 03| 0,9 
‘2 RU) 
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E a , 
# Datum é | a as Perioden Annie Bemerkungen 
5 À (Greenwich) 
+ Âg AY 
1 RUES s u u 
MMärz 29|ILlu | P:1 |20 59 25 b 0,6| — 
Palais (61 5 10 2'}2| ? Vertikalseismometer. 
e(P,R:) 5,4 5 3 d, 
| 1 9 46 7 18 6'/2l Offenbar zwei superponierte 
| PS: 10 20 7 9 920 | Beben 1 und 2. Sehr verwickeltes 
| Diagramm. Herd ca. 9500 km 
e S2 13,8 10 5 5 
| M. 40 94 71,| 10 |E-W-ich. (Siam?). 
| M: 46 17 4'}2 4/2 
F 1923 
D 31) 1 | eL |14 20 
| M 34 15 1,8 2,0 
F 45 
D 51 1 oz 16 8 
| M 13 18 1,0 15 
F 20 
D 51) Hu 1iP |22 19,27 5 3 8'/s| In Vavau, der nôrdlichsten 
ee 0 pures etes 
e(PS) 35! ia 12 1,0 2/2 S N : 
e 40,8 10 8 41} 
(SR1)| 43 51] 14 | 16 | 2, 
i 46 31 14 8 EUR 
M 1232 (30) (12) | (13) 
F |24 
“April 1| I L |21 52 bis 5 0,8 1,3 
b7 
| 11| Iu | eL | 9 48 
| M 58 12 0,8 1,0 
| F |10 21 
, 12| Iu | eL |19 25 
| M 34 17 — l'h 
| F |20 13 
| 
| 1” 13| I ge 18 > Le ; ñ ñ pe | Vertikalseismometer. 
M 23 6 22| & 
F 51 


9 *# 
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Zeiten Amplituden 


(Greenwich) 


Perioden Bemerkungen 


Charakter 


Herd 9800 km E-W-lich: Chil. 
pancingo in Mexico zerstürt. 
(vergl. Tafel II Fig. 1a, b, c). 


April 15|IITu 


F fällt in den Papierwechsel. 


» l6| Iu 
AS) T 
»  A1opIIIn — _— Das Beben setzt ganz allmäh- 
(4) (2) |lich kaum merklich ein. Auf den 
Philippinen gefühlt. 
51,6 21 170 250 
24 
»  19|ITIu| eP | O 6,0 6 0,6| — Das Beben setzt ganz allmäh- 
eS 16,8 14 5 8:/| ich ein. Auf den Philippinen ge- 
on 80 : füblt. 
M 44 24 200 | 250 
F 4 
1) 19 Von 15h bis 16h waren die In- 
strumente zerstôrt. 
: 201 I P 13 26 9 2 ous == 1700 kg-Pendel. In Schanders 
M 27 14 1 D) 0,4 im Vintschgau gefühlt. 
F |13 30 
LE) L'ilirotels 17 À 4081 
40 
Um 24h liegt ein sehr schwach 
» 24/26 Fernbibon sen Zen HE 


genauer mitgeteilt werden kônnen, | 
weil die Zeitmarken fehlen. 
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Zeiten Amplituden 


(Greenwich) 


Perioden Bemerkungen 


Charakter 
Phasen 


Zeïitmarke hat versagt. Zeit 
auf + 1,5n unsicher. 
Herd: 600 km. Im Etschtal 


gefühlt. 


Vertikalseismometer. 
Spuren langer Wellen. 


l 
Mai 1 Aus der mikroseismischen Be- 


wegung tauchen einige schwache 
lange Wellen auf. 


Vertikalseismometer. 
Das Beben ist von starker mi- 


(30) (15) | (15) \kroseismischer Bewegung über- 
F lagert. 
5 4| Tu |! (GP) Vertikalseismometer. 
(eS) Starke mikroseismische Bewe- 
eL gung verdeckt die Vorläufer. 
M 
F 
» b| I L 
" 7| Iu | eL 
M 
F 
À AE TI e L 
M 21 1 1'/4 
F 
: 721[u hi E (8) (0,8)! (0,3)) Herd 9500 km E-W-lich. 
S (10) (0,8), (2) 
M 17 40 60 
F 
8| I L 14 0,5| 0,3 


132 L. Geiger, 


Zeiten 
(Greenwich) 


Amplituden 


Perioden Bemerkungen 


Charakter 


. e 17000 kg-Pendel. In Loebem 
M ar (0,2)| gefühit. 
F 
mr lait L 0,3 0,9 
Dis ii e 17 000 kg-Pendel, Im Mürzth# 
M —_ 1,  ||(Steiermark) gefühit. 
F 
43) Ju + 0,5 0,6 
e(S) 0,8! 0,3 
e | 38,3 17 | 1 2/2 
eL 56,5 
M 4,3 24 4 7 
C 24 19 
F |23 25 
ui | | L 4 42 bis 18 0,4 0,9 | In Obersteiermark gefühlt. 
54 
ALES) MES L |23 49 bis 10 0,5 0,6 
52 
nr Sletry eP 1 2 15 A Le 0,05 | In Turjaka (Dalmatien) gefühlt. 
e(S) 3 B6|'/}: bis “4| — 0,2 
eL 5 1-2 
M 5'/2 12 3 o 
F 15 
»  20| I e 8 22,1 — — — 
eL 37 
M 41 22 b 7 
nn) 9 20 
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Mai 20 


n 22 


26 


Charakter 


A4 
Le 


Iu 


Au 


Ju 


Phasen 


Zeiten 


(Greenwich) 


Perioden 


24 


Amplituden 
Ag AN 
uw 
1601 
1 5 
— 3 
1514 1 
‘la — 
DDR 
1 0,3 
l':| — 
2 0,7 
b 15 
CS 8 
3 5 
18 40 
20 15 
b 13 
3 15 
(0,2)| (0,5) 
4 b 
= 0,8 


Bemerkungen 


Herd 7200 km. 


Lange Wellen sehr wenig her- 
vortretend. 


F geht 


134 L. Geiger, 
E a DE ; 
Datum é 2 2 Perioden Lo Bemerkungen 
: à (Greenwich) 
Se Àg | Ax 
Den es 8 u u 
Mai 27| Iu L |12 26 bis 12 — — 
33 
» 27| lu | L |18 47,2bisl 20 — 1,2 
56 
7 90! I 1iP |18 54 12 2 — — 
eL 57,4 
M 59 11 1 3 
F |19 10 
ù 2 0,6|  Vertikalsei ter. NT 
» 8lIu lip 13 2 >! D lr St libe.. L' 
(S) 16,2 12 0,3 2/4 
(SRi) 21,0 10 1 2'/4 
e(SRa2) 26 24 6 b 
eL 45 
M 58 22 5 
C 15—18 
F |15 
Juni 1|Ilu| iP | 853. 23 Fe 2,5 0,2| Vertikalseismometer. 
PR 56,9 12 1,3| 0,3] Herd 9900 km E-W-lich. 
1iS Das u7 16 7 15 
e SRi | ca. 9,2 14 1,4|  3':| Einige stärkere Wellen ohne 
eL 23,7 30 deutlichen Einsatz. 
Mi 25,7 26 25 2 
M: 27,3 20 10 15 
C 16—18 An- und Abschwellungen nach 
F ? Art von Schwebungen. 
im folgenden Beben verloren. 
: 1| Iu | (P) |10 7,0 = Aus den langen Wellen des vor- 
1 9,2 = = — hergehenden Bebens treten am 
i 16.7 Ev es Vertikalseismometer kleine Vor- 
FA S 412 läuferwellen hervor. 
? 
M: 47,2 22 b 11 
M2 51 18 É 12 
F |11 40 
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a : : 
8 Zeiten Rte Amplituden 
w (Greenwich) 


Bemerkungen 


Charakter 


RFMIES S u u 
Juni 1} Ir |e(P)123 7,7 — — — Vertikalseismometer. 
(S) 16,7 8 0,3 : 
eL 32,3 
M 35,2 11 1,2 1,5 
F b5 
, 8| I L | 7 2 bis 12 0,3 1,5 
10 
+ 3| I L |13 25 bis (10) (0,3), (0,3) 
82 
+ b| Ia iP | 334 31 12 15 | <0,3| Vertikalseismometer. Herd 
S 45 0 9 6 18 |9300 km E-W-lich. 
(SRi) 50,3 17 1b| 4 
eL | 4 4 
M: 7,2 27 20 3 
M2 8,2 18 3 6 
C 15—18 
F 6 15 
# 5| Iv e |1833 6 17 000 kg-Pendel. 
M 12 0,4 — 0,2 
F 18 
LP 12h Iv | 1P°:}16 13 ‘95 — — — Vertikalseismometer. 
e 14 22 
M |16 16 40 b 0,6| 0,6 
F 19 
» _18|Iu | iP | 987 44 b — — Vertikalseismometer. 
i 45 38 9 2 6 In Jamaika und Valdivia (Chile) 
i 48,0 10 4h 24 gefühlt. 
i 54 19 b'h| D 
eL |10 5 
M: 21,2 21 20 10 
M: 21,7 24 0 20 
C 15—18 
F |12 
16| Iu | L 1 24 bis — — — Es tauchen mebrfach sehr 
2 schwache, lange Wellen auf. 


20! I L |12 26 bis 24 0,8| 08 
45 


136 L. Geiger, 


Zeiten 


(Greenwich) 


bh ms 8 u 
Juni 23] I | L |112% bis) 12 03| 0,6 
12 
»  24| I iP | 030 15 — —— — Vertikalseismometer. 
_ (43,0) 6 0,3! oO, 
M 58 14 0,8| 15 
F 1 40 
» 24] Iu | (P) | 3 su 4 — — Vielleicht schon 3h 52m 16s, 
? “où :, lerster sehr schwacher Einsatz des 
È à 2 g 2||Bebens (Vertikalseismometer). 
1 Ù 
(e L) 18 
Mi 29 30 L'all 
M: 32 20 2'h| 4 
F | 510 
» 24] Iu | eL |16 27: 
M 38/2 18 3 2'/2 
F |17 20 
20] I L 0 37 bis 5 0,6 0,6| In Tirol und Kärnten gefühlt 
45 
Fo 20) I () 3 10,0 12 0,5| 0,3 
e 30 
M 41,2 15 2 b 
M: 46,3 15 TOR Lt 
F 4 40 
, #uiphieis ss) 95 | 9] 1eme up 
et e è : 7 1 Die Wellen von 3 Seb 
Ù eriode. 
eL 45 Lange Wellen sehr unregelmäBig 
M 50,1 24 13 32 Herd 5400 km E-W:-lich. 
C 15—18 
F |20°: 
»  26| I | eL | 4 38 . 
M 7,b 21 18| 1 
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Zeiten Amplituden 


(Greenwich) 


Perioden Bemerkungen 


Phasen 


Charakter 


Juni 26 


» 26| Tu Vertikalseismometer. 
» 27/28| Iu Vertikalseismometer. 
7 L 30) I Es tauchen einige schwache 
lange Wellen auf. 
, 8|I 
Jai 1|}Illu 
Um 16h 30m tauchen wieder 
stärkere lange Wellen auf. 
17 000 kg-Pendel. 
3 2| Iv 
Bei Udine gefühlt. 
2| I 16 23,2 bis 


17 


138 L. Geiger, 


Zeiten 
(Greenwich) 


Bemerkungen 


Charakter 


home s u u 
Jui 8| I e |18 52,2 TR Et Vertikalseismometer. 
1 55 b — 
eL |19 225 
M 27,6 14 1 2 
F 
» <a r 2P OS] ‘33 à — — Vertikalseismometer. 
S 0 38,8 8 0,3| 0,6 
eL | 0 55,6 
M | 1 8,6 16 0,8 3 
F 1 40 
5 4! Iu | iP | 9 26 40 2 0,8| — Vertikalseismometer. 
S 33 6 0,7 
eL 42 
M 44 20 3,5| 56 
C 10 
F |11 20 
5 41 I | eL |22 38 
M 44 19 l'hl 2 
F |23 
: b| Iu | iP |15 57 b5 2 0,7 0,7 |  Herd 8300 km. 
i 58 14 2 1 L 
1S |16 7 34 8 7 < 
PS 8 4 10 l'hl 4 
eL 25,5 
M 29,9 20 7 11 
C 10—12 
F |17 30 
” b| I L |20 22,9 bis b 0,8! O5 
30 
= 8| I L |13 9 bis 12 : 0,8 F8 06 
23 
3 9! Iu 19 7 33 — — — Vertikalseismometer. 
iS 18 3 6 1 0,7| Herd 10000 km. 
eL 38,5 
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Juli 9 


Fortsetzung 


12 


14 


19 


19 


20 


25 


27 


Charakter 


Lan. 


Iv 


Ju 


Iv 


Iu 


Et 


H Het He ir 


Lee 
rot 


Zeiten 
(Greenwich) 


4 40 bis 
55 


17 1 bis 
6 


17 28 32 
30 31 


13 51 59 
B5 42 

14 9 32 
23,0 


Perioden 


18 


© æ 


15 


0,3 


Amplituden 


Bemerkungen 


0,3 
0,9 


Vertikalseismometer. 


10 


17 000 kg-Pendel. Gurk- und 


0,1 |Savethal. (Rann?). 


1 In P wie in S folgt etwa 20s 
später noch eine Welle, vermut- 
lich ein zweiter StoB im Herd. 


70 Herd 9 400 km. 
90 


Von15h50bis16h tauchen wieder 
lange Wellen auf. 


_ ‘ 17000 kg-Pendel. 
(0,2) 


0,7 


Kgl. Ges. d. Wies. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1909. Hoft 2, 11 


140 L. Geiger, 


Zeiten Amplituden 


(Greenwich) 


Perioden Bemerkungen 


\ h, Fm. #s 8 u 
Juli 27| Ju | eL |13 11,5 
M 16, 18 0,6 0,9 
F 3 
»  27| I L |16 40 bis 17 04! 0,8 
53 
» 29/80| Ia | iP | 0 54 566 9 0,3 |! = 
1 56 41 4 0,3 0,8 |! Vertikalseismometer. 
1 58,8 9 0,3 0,3 
(S) | 1 8,1 24 l'}e) 4 
e 13,5 21 2 5) 
SR: 17,6 15—24 1 15 
eL 27,5 
M 39,3 25 6 8 RegelmäBige Sinuswellen. 
F 3 10 
20) T L |19 7 bis 17 0,4 0,8 
| 30 
» 29] Tu PR 19 FE ee ta 0,3 « Vertikalseismometer. 
(S) 55,8 6 0,7 0,3 
e |20 1,5 14 1 11/4 
eL 27,5 
M 29,2 18—21 li] 6 
C 15—18 
F |21 20 
»y 80! I (L) |16 15 bis = — 45 
30 
O0). I L |16 21 bis 10 0,8 0,3 
b8 
01) I L |20 30 bis 19 0,5| — 
21 
Aug. 1| I G) |10 : dE — — 
i 1 — 0,1 
î 11 12 1 + 02 17 000 kg-Pendel. 
eL 11 33 In der He i 
M | 12 17| 10 | 2 | 17 Me is 
C 6—8 
F 10 50 


092 


» 


” 


LE] 


1» 


” 


Charakter 


ml 
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Zeiten 
(Greenwich) 


19 12 67 
(61,6) 
57,6 

21 


12 66,5 
13 5,6 
30 


Perioden 


14 


16 


Amplituden 


Bemerkungen 
Àg Ax 
uw 

0,5| 0,3 
174: RS 
1 = 
_ 0,5 
12 F1 

Deutung der folgenden Einsätze 
b 4 |schwierig. 

Gestôrt durch den Papier- 

wechsel. 


| 


— 17000 kg-Pendel. In Monte- 
0,0b| negro gefühlt. 


0,6 


— Vertikalseismometer. 


11* 


L. Geiger, 


B 


Amplituden 


Zeiten 
(Greenwich) 


Perioden Bemerkungen 


Charakter 


D a TL, 8 u u 
Aug. 13| Iv e 2 25,0 17 000 kg-Pendel. 
e 26,3 2 — 0, 
eL 26 bb 
. M 28,7 8 81/21  2'h 
F 34 
» 13] Iu 22 7 A4bl1}: und 3 


e — 0,2 

4 RES 17 000 kg-Pendel. Deutung des 

GE 1) se 4 1 0,5 | 17000 ke unsicher. L tritt nur 
1 0,4 14 : 2°: schwach hervor ohne ausgeprägtes 


M: 51,4 16 Î2 ,# || Maximum. 
F |23 40 

5 1 8 47 57| ca. !/20 | — 0,3||_ 17000 kg-Pendel. Explosion in 
i 54 3b _ = 0,16|Dëmitz(?).  Vielleicht auch nur 


eine lokale, künstliche Stôrung. 
Die einzelnen Schwingungen sind 


» 15] Iv | (eL) |13 55,7 nicht mehr aufgelôst, anscheinend 
3 Periode etwa :/;, Sek. Dauer der 
M 56,8 1 (1) (1/3) schnell abnehmenden Schwingun- 


gen etwa 0,7 Sek. bei i 20,5 Sek. 
F 59 15 Das Vertikalseismometer zeigt 
keinen Ausschlag. 


5. A6!rI L | 8 5 bis 19 0,5| — 
18 
Ce | A L |12 22 bis 9 0,8| : 0,3 
31 
SES ve e |13 6 15 0,8| 0,4 
eL 9,2 
M 10,7 18 2,3 b 
F 40 
1 — ÆE 
2 Mr il 1 Pi t7 GORE 3 _ 1 Herd 7 700 km. 
6 — 3 
1S 48 24 12 16 b 
PS 49,6 14 17 12 
SR: 54,2 18 13 8 
SR: 58,4 18 17 9 
eL |18 2,7 
M 10,7 18 14 7 
F |19 40 
n21) I e b 26 
M 29 15 0,7 1°, 
| F 40 


seismische Registrierungen in Gôttingen im Jahre 1907 etc. 143 


Zeiten 


Bemerkungen 
(Greenwich) à 


Charakter 


h m s# ui u u 
Aug. 22| I | 1P |22 85 4 — — —— PS 1 
i P 35 3b 3 6 04 1 Vertikalseismometer. 
15 44,6 6. 1/4 LEA 
PS 45,b 9 2 1 
eL |(28) L undeutlich. 
M 123 3,2 20 2 2 
F |24 
D. 29) É L |14 17 bis 18 — — 
34 
Pr 20I"E L : 40 bis 15 0,7 0,7 
pas7h I L 8 7 bis 9 — Lu 
13 
D 27 I eL |11 20 
M. 26 13 12 11/1901 
F 39 
, 28] I L |20 36 bis 17 0,41? — 
53 
Po 29h T L 1 15 bis 17 0,4 0,4 
46 
n 029h I L 3 28 bis 14 0,3 0,6 
44 
FO 29h Ir P |11 45 30 3 0,3| — Vertikalseismometer. Herd. 
S BON 7 6 l'A  0,6|2900 km. 
M b4 12 0,8 0,8 
F 112 8 
Sept. 2| I L |10 35 bis 14 0,3 0,3 
49 
2| Iu 16 13 16 7 O7HP Er Herd 8300 km. (Aleuten ?) : 


22 568 18 10 20 


5 
Ë 
Charakter 


20! Iv 


23| I 


26| I 


26| I 


HR Hi © 


Phasen 


et 


HR Rhin HR, 


nd A er 
an HR ais 


RE 


Zeiten 
(Greenwich) 


9 20 


19 22 23 


L. Geiger, 


Perioden 


12 


bi 


(30) 


Amplituden 
Âg Ax 
u u 
0,5! 0,5 
4114 (9) 
08| — 
08| 0,7 
5 8 
03| — 
4 3 
— & 
o2| 04 
4 21/2 
“08! 09 
07| 06 
10 8 


Bemerkungen 


Die beiden letzten Beben vom 
15. Sept. scheinen demselben Herd 
anzugehôüren, ihr Habitus ist auf- 
fallend gleich und zeichnet sich 
dadurch aus, daB S nicht mit 
Sicherheit nachweisbar ist. 


17 000 kg-Pendel. In Unter- 
maubach gefühlt. 


Vertikalseismometer. Herd 
10000 km. In Guatemala gefühlt. 


} Vertikalseismometer. 


| 
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Done Ë É Zeiten 
É à (Greenwich) 
h m s 
Sept. 27| I | e |910 18 
eL 19 
M 20 
F 35 
Okt. 2| I L 2 40 bis 
3 5 
» 2 I | L |13 50 bis 
bb 
» 4llul i |104 7 
i 51 36 
eL |11 21 
M 28 
F |12 10 
, 4| 1 | L |21 16 bis 
30 
, 5! I | L | 424 bis 
45 
3% 6| Tu i 122710 
i 12 16 
i 13 55 
eL 34 
F 50 
, 10] Iu i |2 3 60 
i 13 61 
eL 44 
M 123 O0 30 


11| lu | P |1448 18 


i 50 12 

S |15 0 16 

eL 16 

M: 30 

M: 36 
(Mrept) 37 

F 


10% 


Perioden 


pa en Bemerkungen 
Âg AN 
u p 
0,2 0,2 
08| 0,4 
— (0,8 
1'}4au01 
0,2| — Die mikroseismische Bewegung 
(1) (0,2 verdeckt die Vorläufer. 
4 ÿ 
03| l'h 
0,4 11} 
02| 02 
0,7 0,2 
0,65| 0,8 
‘Je ( 
0,2 0,4 
0,7 0,7 
2 3 
2 2 
—— — 17 000 kg-Pendel. 
2 1'/4l  Vertikalseismometer. 
21/2 11/2] Herd 12000 km. 
15 15 
15 40 
4 3 
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8 | 5 
Datum | # | 2 dE Perioden Apaten Bemerkungen 
s sl (Greenwich) 
a Ê4 
S | Ag Ax 
h ms 8 u u 
Okt. 16|IIlu| P |1410 O0 9 0,5 0,4! ,Reissen‘. Herd 9000 km. 
S 20 15 (8) (b) (31/2) 
eL 34 ; 
M 42 26 106 | 150 
PF 17 
an l7iclu L |12 3 bis 20 3 2 
18 
18) u |-el 12 80 Von mikroseismischer Bewegung 
M 31 17 2 | 4 l\überlagert. 
F 00 
+ 21illtr!. P 4 31 40 12 50 4 Herd 4800 km. Karatag zer- 
PR: 33 21 10 140 25 |stôrt. (Vergl. Tafel II Fig. 11). 
S 38 13 24 200 50 
SR1 41 6 12 65 40 
SR2 42 22 10 60 30 
eL 431/2 
M 47 30 450 | 700 
F  |nach 8° 
. za] L 8 1 bis 17 — 1 
18 
» 238] Ir | P 120 31 831! 1—3 ({/2) (2) Ferruzzano in Calabrien (Kreis 
S 34 2%4 6 9 11/2 Reggio) zerstôrt. 
eL 36 
M 36 50 16 50 25 
F |21 15 
5 Leoi lu L 4 4 bis 16 1 — 
14 
11027) Ir | 1P#%) 5 24 1 9 l'}l — Herd 4600 km. 
PR: 25 44 9 1! 
30 24 9 21}2l  l'} 
SR: 33 18 12 4 2 
eL 3b 
M 41 30 24 20 60 
F 7 
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Zeiten 
(Greenwich) 


Amplituden Bemerkungen 


MR 19 T | Le 13 25h | | 18 1 1 
32 
PS1) IT | L |810bis| [14 1 2 


18 


148 L. Geiger, 
TT 
Datum 4 c | FRE Perioden | Amphengen | Bemerkungen 
<- ce (Greenwich) 
: Ag Ax 
Si h ms 8 u u 
Nov. 21| Iu P 120 15 3b — — — Vertikalseismometer. 
S 2b 44 9 3 2 Herd 8 900 km. 
eL 42 | 
M 49 23 7 14 
F |22 
, 24] Iu | (S) |14 22 46 9 l'k| 1 
eL 46 
Mi 57!/s 18 l'hl 13 
M: 57°?/s 18 9 10 
F |15 50 
»  2b| I L 4 43 bis 21 2 1 
59 
, 2%| I |eL | 4 9 
M 181}: 21 0,6 3 
F 35 
020 Ir | P | 331 1 4 2 | 
(S) 35 (26) : l'h| 0,7 
eL 24 
M 40 17 5 2°: 
F 4 20 
Dez. 2| Iu P |14 5 2b 8 0,3 0,6| Herd 8500 km N-S-lich. 
S 15 15 8 0,8 1,2 
M 431/2 17 15/41 21} 
EF |15 
M5) I le |18 91 
M 38 14 12| 2 
F |14 
, 6 I | L |2113 bis] (18) @) | () 
19 
un. 191: 1I L 2 44 bis 12 0,3 0,5 


5l 


23 


24 


25 


Charakter 


Iu 


Iu 


Iu 
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Hpnmny HD Men HSE 


CEA Hj © 


Zeiïten | 
(Greenwich) 


Perioden 


=] © © © 


VIN 


Amplituden 


CC] 0 © © 


Bemerkungen 


iP fehlt. Schon ca. 1m vor 
PR, zeigen sich schwache Wellen 
17 


= er. 


Vertikalseismometer. Herd 
8 300 km. 


Vertikalseismometer. Mikro- 
seismische Bewegung verdeckt die 
Vorläufer. 


Ein ganz ungewôhnlicher Beben- 
typus. P und die i sind im Ver- 
tikalseismometer ganz auffallend 
stark, die i sind aber keine Re- 
flexionen, vielleicht weitere StôBe. 
S ist nicht mit Bestimmtheit auf- 
findbar. Das ganze Beben ist 


-charakterisiert durch sehr kurze 


Schwingungen, eigentliche lange 
Wellen fehlen. 


17 000 kg-Pendel. 


Herd 9000 km. 


Durch P wurde das Ubrwerk 
des 1200 kg-Pendel gehemmt. 


L. Geiger, 


150 


Mikroseismische Bewegung 1907, 7h Greenwich. 


(Vergl. S. 2). 
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(Vergl. S. 2). 
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Datum 


Seismische Registrieruigen in Gôttingen 
im Jahre 1908 
mit einem Vorwort über 
Hilfsmittel zur Berechnung der wahren 
Bodenschwankung. 


Von 
Ludwig Geiger. 
Mit 2 Tafeln. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 20. März 1909 von E. Wiechert. 


Allgemeine Bemerkungen. 

Dieser Bericht bildet die Fortsetzung der früheren ebenfalls 
in diesen Nachrichten erschienenen Jahresberichte. Zuerst ist eine 
graphische Methode angegeben, die im Verein mit den beigegebenen 
Hilfstabellen bei der Berechnung der wahren Bodenschwankung die 
Rechenarbeïit fast auf ein Zehntel reduziert. Dann folgt der Ka- 
talog der hier registrierten Erdbeben. Er ist im Berichtjahre da- 
durch interessant, daB er im November an einem Tage b0, und 
in sechs Tagen 92 im Vogtland gefühlte Beben enthält. Das letzte 
Beben des Jahres ist dasjenige von Messina, das in Tafel II in 
patürlicher GrôBe reproduziert ist. 

Bezüglich der Instrumente sei auf des Vecteer Bericht für 
1907) erwiesen. Es ist nur zu bemerken, daB Anfang Mai das 
Vertikalseismometer neue Astasierfedern erhalten hat, sodaB die 
Periode auf 78.0 gesteigert werden konnte; in den ersten Wochen 
ist dieselbe wieder gesunken und hält sich jetzt dauernd auf ca. 
bs.8, während sie früher nur 45.6 betrug. Die Empfndlichkeit ist 
also um mehr als die Hälfte gestiegen. Die Konstanten der In- 
stramente wurden fünfmal bestimmt und daraus jedesmal die Re- 
duktionstafel für die Bestimmung der wahren Bodenverrückung 


1) L. Geiger, Gôtt. Nachr., math.-phys. KI, 1909. 
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berechnet. Die Konstanten waren wie früher zeitlich ziemlich 
stark veränderlich, sodaf die Resultate innerhalb 10 ‘ abgerundet 
worden sind. ; 

Die Instraumente wurden sehr gewissenhaft von unserm Haus- 
wart, Herrn Hilke, besorgt. 

Als Grundlage des vorliegenden Jahresberichtes dienten des 
Verfassers wüchentliche Erdbebenberichte. Die Bezeichnungen sind 
unverändert (vergl. S. 124). In Klammern gesetzte Phasen, Zeiten 
oder Amplituden sind unsicher, ein Strich ( —) bei den Amplituden 
bedeutet, daf dieselben unmeBbar klein sind, ein Fragezeichen, das 
kein brauchbares Diagramm vorgelegen hat. 

Zum SchluB ist eine Uebersicht über die mikroseismische Be- 
wegung gegeben, wie sie an jedem Tage morgens (7h Greenwich) 
geherrscht hat. Es wurde jeweilen die grôfte Amplitude der 
Schwebungen gemessen. Wenn jegliche Bewegung fehlte, so ist 
auch die Periode durch einen Strich ausgefüllt. 

Die Zeït gab uns im ersten Semester wie gewohnt ca. alle 
zwei Wochen telephonisch die Kgl. Sternwarte, wofür auch hier 
dem Assistenten, Herrn Dr. Kohlschütter, bestens gedankt sei. Im 
zweiten Semester hat der Verfasser, wie schon dessen Vorgänger 
vor mehreren Jahren, die Zeit ca. alle zwei Wochen selbst mit 
dem Durchgangs-Instrument bestimmt. Dabei erwies es sich als 
sehr nützlich, in dem nôrdlich von der astronomischen Hütte ge- 
legenen ,GauBhaus“ eine Mire zu errichten. 

Diese besteht aus einem horizontalen MillimetermaBstab, längs 
dessen eine andreaskreuzfôrmige Strichmarke mikrometrisch ver- 
schoben werden kann. Eine Trommel liefert direkt deren Stellung 
bis auf ‘10 Millimeter. Der kleine Apparat ist auf einem Stein- 
pfeiler 46 Meter vom Objektiv des Fernrohres fest montiert. Ist 
dessen Okular auf unendlich eingestellt, so kann man die Mire 
noch nicht erkennen. Deshalb wird vor das Objektiv eine (von Zeif 
geschliffene) Vorsatz-Linse gesetzt, deren Brennweite 46 Meter 
beträgt. Die Bewegung der Strichmarke erfolgt vom Fernrobr 
aus durch einen einfachen Schnurlauf. Eine einzige Einstellung 
der Marke genügt, um deren Stellung mit Sicherheit bis auf 
1ho Millimeter d.i. !/s08 zu erfahren. Wollte man dagegen mit 
einem Okularfadenmikrometer diese Genauigkeit haben, so müBte 
die Stellang des Fadens aus einer einzigen Beobachtung bis auf 
1/1000 Millimeter folgen, was schon wegen der Schraubenfehler 
schwer zu erreichen ist. Das arithmetische Mittel der Miren- 
ablesungen in beiden Kreislagen ist dann direkt das vom Kollimations- 
fehler befreite Azimut. Um jedoch auch mit der Mire den Kolli- 
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mationsfehler bestimmen zu kônnen, d.h. um vom Polarstern un- 
abhängig zu sein, wurde dicht vor dem Fernrohrobjektiv eine 
Fassung für die Vorsatzlinse mittels eines schmiedeisernen Gre- 
stelles am Fernrohrpfeiler montiert. Steckt man die Vorsatzlinse 
in diese Fassung und liest die Mire wieder in beiden Kreislagen 
ab, so ist die Differenz dieser Ablesungen direkt die doppelte 
Kollimation. Diese vier Mirenablesungen erfordern hôchstens 
b Minuten, während die Beobachtung des Polarsterns eine Stunde 
dauert. Durch mehrere AnschluBmessungen wird man das Azimut 
der Mire ein für allemal viel schärfer ermitteln kônnen als dies 
bei einer einzigen Beobachtung des Polarsterns môglich ist. Die 
Mirenmethode liefert also in kürzerer Zeit genauere Resultate. 
Kôünnen nachts keine Beobachtungen angestellt werden, so kann 
man die Sonne im Mittag benützen. Mit etwas Uebung gelingt 
es leicht, in der einen Kreislage den einen, in der anderen Kreis- 
lage den anderen Sonnenrand zu beobachten, wodurch die einseitigen 
Fehler wesentlich herabgedrückt werden. Der mittlere Fehler der 
so bestimmtem Zeit ist ca. 05.2, was für seismische Zwecke belang- 
los ist. 


Hiïülfsmittel zur Berechnung der wahren Bodenschwankung. 


Wenn der Boden infolge eines ErdstoBes sinusfôrmig schwingt, 
so ist bekanntlich nach Wiechert!) die dynamische VergrôBerung 3 
im Diagramm eines Seismometers gegeben durch 
4 4 
DE — 9 
VO) +s Center (ET 
414 x + (lognates) \7, 
worin 
V = Indikator-VergrôBerung des Instrumentes, 
T, — Eigenperiode des ungedämpften Instrumentes, 
ZT — Periode der Bodenbewegung und 
e — Dämpfungsverhältnis ist. 
Ist V, T,,e bekannt, so wird. man sich zum praktischen Ge- 
brauch 3 für alle Werte 
T — 1, 2,... 60 Sekunden 
oder noch praktischer die Werte 1000/$ tabulieren; ist die Ampli- 
tude im Diagramm Ÿ in Millimetern gemessen, so erhält man die 
wabhre Bodenschwankung À in u (— 1/1000 Millimeter) durch Multi- 
plikation von À mit 1000/$. Leider sind die Konstanten PV, T,,& 


1) E. Wiechert, Theorie der automatischen Seismographen; Abh. d. Ges. d. 
Wiss. Gôttingen 1903. 


L=2 
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bei den Seismometern zeitlich so sehr veränderlich, daB die Tabelle 
für 1000/$ etwa alle Monate neu berechnet werden muf. Mit dem 
Rechenschieber erfordert dies für eine Seismometerkomponente etwa 
2 Stunden, also bei mehreren Instrumenten ein recht erheblicher 
Zeïitaufwand. K. Zoeppritz!) hat deshalb VS für die Argumente 


8 — 2.0, 22, ...9.0, 10.0 und 
Œ/T, — 0.00, 0.05, ... BB, 60 


tabuliert. Jedoch ist bei der Anwendung die numerische Inter- 
polation immerhin noch so mühsam, da8 die Züppritzschen Tabellen 
in dieser Form keine sehr erhebliche Erleichterung bilden. Die 
graphische Darstellung der VS für s — konstans stôBt deshalb 
auf Schwierigkeiten, weil sich die Steigang der Kurven aufer- 
ordentlich stark ändert, sodaB man für verschiedene Bereiche ver- 
schiedene MaBstäbe anwenden müfte. 

Um dieser Schwierigkeit zu entgehen, habe ich die Zôppritz- 
schen Werte in logarithmischem Mafstabe gezeichnet (s. Tafel TI). 

Als Abszisse ist T/T,, als Ordinate VS gezeichnet. Die 
eingezeichneten Kurven sind die Werte für VS für die Dämpfungs- 
verhältnisse &s — 2 bis co. Die Kurvenschar läuft über a, b, c, d. 
Mebr aus theoretischem Interesse sind im Ast a—b die Kurven für 
e — e* und & — co eingezeichnet. Wir werden sehen, daB sie 
für die praktische Seismik nicht mehr in Frage kommen. 

Die Anwendung geschieht folgendermafen: zunächst berechnet 
man ®/T, für & — 1 bis 60 Sekunden. Zur Erleichterung sind 
auf S. 157 ff. diese Werte für T, — 2.0, 2.1, ... 19.9, 20.0 Se- 
kunden tabuliert; durch versetzen des Kommas erhält man alle 
anderen Bereiche. Die Schnittpunkte der dem Dämpfungsverhältnis 
e entsprechenden Kurve mit den &/T;-Ordinaten liefert sofort die 
VS-Werte. Nach Formel (1) müssen diese Werte noch durch die 
Konstante V dividiert werden, um 1/8 resp. 1000/8 zu erhalten. 
Diese Division kann jetzt sofort graphisch gemacht werden: Man 
nimmt dazu in den Zirkel die Strecke log V, setzt die eine Zirkel- 
spitze in den Schnittpunkt der Z/T,-Ordinate mit der VS-Kurve 
ein, trägt die Strecke log V senkrecht nach unten ab und liest nur 
die so gefundene Ordinate 1000/$ ab. Die Stelle des Kommas 
ist leicht im Kopf zu bestimmen. Ist dabei log so groB, daf 
die untere Zirkelspitze aus der Figur fällt, so trägt man das 
Komplement von log V, also 1 —log V nach oben ab. 

Bei dieser logarithmischen Darstellung ist die Genauigkeit 


1) K. Zoeppritz, Gôtt. Nachr., math.-phys. KI, S. 129—190, 1908. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichton. Math.-phys. Klasse. 1009. Heft 2. 12 
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der Resultate an jeder Kurvenstelle gleich gro8. Wenn man als 
zulässige Fehlergrenze + 1 °/o annimmt, so braucht man die Punkte 
nur bis auf ein Bereich von ca. 1 Millimeter Radius festzulegen, 
soda man sehr rasch arbeiten kann. In 10-—15 Minuten kann 
die ganze Rechnung für eine Instramentalkomponente durchgeführt 


werden. 
Ein Beiïspiel môge das Verfahren verdeutlichen: 


Gegeben: V = 162; T, — 135.7; & — 5.8. 
Gesucht: 1000/8 für & — 5, 10, 20 Sekunden. 
Lôsung: Die Tabelle liefert T/7, — 0.365, 0.731, 1.46. 


Wir nehmen die Strecke log 162 in den Zirkel, stechen ihn etwas 
über der Kurve für & — b bei der Abszisse 365 ein und lesen 
senkrecht darunter an der anderen Spitze 1000/8 — 5.80 ab. 
Ebenso erhalten wir 5.25 und 11.3. Zum SchluB prüft man, ob 
sich die Oeffnung des Zirkels nicht versehentlich geändert hat. 
Ist dagegen im obigen Beispiel V = 61, so fällt die untere Zirkel- 
spitze aus der Figur; wir nehmen deshalb in den Zirkel das Kom- 
plement von log61, indem wir in der Tafel I von der oberen 
Kante (— 1) nach unten bis zur Hôhe log 61 greifen und dividieren 
analog nach oben. So erhalten wir 15.4, 14.0, 30.0. 

Beiläufig mag erwähnt werden, das Tafel I die Wiechertsche 
Theorie der automatischen Seismographen gut illustriert. Setzen 
wir V — 1, so entspricht 1/V der Horizontalen in der Hôhe 1 
und 1/8 der Kurvenschar. Für rasche Schwingungen, also wenn 
JT, klein ist, geht 1/8 in 1/V über, woraus sich die Bezeichnung 
für V als VergrôBerung rascher Schwingungen erklärt. Die Re- 
sonanzstelle, wo T = T ist, liegt bei der Abszisse 1. Ungefähr 
an dieser Stelle, nur durch die Dämpfung etwas modifiziert, hat 
1/8 ein Minimum, also $ ein Maximum. Von hier ab steigt 1/% 
bald linear. Im Resonanzgebiet werden also die Bodenschwan- 
kungen zu stark, oberhalb desselben immer schwächer vergrôBert. 
Durch Anwendung einer Dämpfung von ca. 6 erreicht man, da 
dann auch an der Resonanzstelle 8 — V ist. Neuerdings geht 
Galitzin') so weit, daB er aperiodische Dämpfung, also & — co, 
anwendet. Die Figur zeigt, daf in diesem Falle 1/$ dauernd 
steigt, also S ebenso fällt, was gewiB nicht praktisch ist. Das 
günstigste Dämpfungsverhältnis liegt zwischen 5 und 8. 


1) B. Galitzine, C. R. 147, S. 575—578, 1908. 
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Hilfstabellen zur Berechnung der wahren Bodenschwankung. Die Tabellen geben &/7,. 


4—6. 
TS 

4,5 | 46 | 47 | 48 5,1 | 5,2 | 5,8 | 5,4 | 5,5 | 5,6 | 5,7 | 5,8 | 5,9 | 6,0 | 74 
0,238] 0,233) 0,227) 0,222| 0,217] 0,213| 0,208| 0,204] 0,200! 0,196] 0,192] 0,189) 0,185! 0,182) 0,179] 0,175] 0,172] 0,169] 0,167 1 
0,477| 0,466) 0,455| 0,444) 0,435] 0,426| 0,417| 0,408] 0,400] 0,392] 0,385| 0,378] 0,371) 0,364) 0,357] 0,351| 0,345) 0,339] 0,333|| 2 
0,714) 0,698] 0,682] 0,667| 0,652] 0,639) 0,626| 0,613] 0,600! 0,588| 0,577| 0,567| 0,556! 0,546| 0,536] 0,527) 0,518| 0,509] 0,500! 3 
0,953| 0,931] 0,909| 0,889) 0,870] 0,852] 0,834| 0,817| 0,800] 0,784] 0,769! 0,754] 0,740! 0,727| 0,714] 0,702! 0,690| 0,678] 0,667||| 4 
1,19 | 1,16 | 1,14 | 1,11 | 1,09 | 1,06 | 1,04 | 1,02 | 1,00 | 0,980] 0,962] 0,944] 0,927] 0,910] 0,893] 0,877| 0,862] 0,848] 0,834] 5 
1,43 | 1,40 | 1,36 | 1,33 | 1,30 | 1,28 | 1,25 | 1,22 | 1,20 | 1,18 | 1,15 | 1,18 | 1,11 | 1,09 | 1,07 | 1,05 | 1,04 | 1,02 | 1,00 || 6 
1,67 | 1,63 | 1,59 | 1,56 | 1,52 | 1,49 | 1,46 | 1,43 | 1,40 | 1,37 | 1,35 | 1,32 | 1,30 | 1,27 | 1,25 | 1,23 | 1,21 | 1,19 | 1,17 || 7 
1,90 | 1,86 | 1,82 | 1,78 | 1,74 | 1,70 | 1,67 | 1,63 | 1,60 | 1,57 | 1,54 | 1,51 | 1,48 | 1,45 | 1,43 || 1,40 | 1,38 | 1,36 | 1,33 || 8 
2,14 | 2,09 | 2,04 | 2,00 | 1,95 | 1,91 | 1,88 | 1,84 | 1,80 | 1,76 | 1,73 | 1,70 | 1,67 | 1,64 | 1,61 | 1,58 | 1,55 | 1,58 | 1,50 || 9 
2,36 | 2,32 | 2,27 | 2,22 | 2,17 | 2,13 | 2,08 | 2,04 | 2,00 | 1,96 | 1,92 | 1,89 | 1,85 | 1,81 | 1,78 | 1,75 | 1,72 | 1,69 | 1,67 ||] 10 
2,62 | 2,56 | 2,50 | 2,44 | 2,39 | 2,34 | 2,29 | 2,25 | 2,20 | 2,16 | 2,12 | 2,08 | 2,04 | 2,00 | 1,96 | 1,93 | 1,90 | 1,86 | 1,83 ||] 11 
2,86 | 2,79 | 2,73 | 2,67 | 2,61 | 2,55 | 2,50 | 2,45 | 2,40 | 2,35 | 2,31 | 2,27 | 2,22 | 2,18 | 2,14 | 2,10 | 2,07 | 2,04 | 2,00 || 12 
3,10 | 3,03 | 2,96 | 2,90 | 2,84 | 2,77 | 2,71 | 2,66 | 2,60 | 2,55 | 2,50 | 2,45 | 2,41 | 2,36 | 2,32 | 2,28 | 2,24 | 2,20 | 2,17 || 13 
3,34 | 3,26 | 3,18 | 3,11 | 3,04 | 2,98 | 2,92 | 2,86 | 2,80 | 2,75 | 2,69 | 2,64 | 2,59 | 2,55 | 2,50 | 2,46 | 2,42 | 2,38 | 2,34 ||| 14 
3,57 | 3,49 | 3,41 | 3,33 | 3,26 | 3,19 | 3,13 | 3,06 | 3,00 | 2,94 | 2,88 | 2,83 | 2,78 | 2,73 | 2,68 | 2,64 | 2,59 | 2,54 | 2,50 ||| 15 
3,81 | 3,72 | 3,64 | 3,56 | 3,48 | 3,40 | 3,83 | 3,26 | 3,20 | 3,14 | 3,08 | 3,02 | 2,97 | 2,91 | 2,86 | 2,81 | 2,76 | 2,71 | 2,67 ||| 16 
4,05 | 3,96 | 3,87 | 3,78 | 3,70 | 3,62 | 3,55 | 3,47 | 3,40 | 3,33 | 3,27 | 3,21 | 3,15 | 3,09 | 3,04 | 2,98 | 2,93 | 2,88 | 2,84 ||| 17 
4,29 | 4,19 | 4,09 | 4,00 | 3,92 | 3,83 | 3,75 | 3,67 | 3,60 | 3,53 | 3,46 | 3,40 | 3,33 | 3,27 | 3,21 | 3,16 | 3,10 | 3,05 | 3,00 ||| 18 
4,52 | 4,42 | 4,32 | 4,22 | 4,13 | 4,05 | 3,96 | 3,88 | 3,80 | 3,73 | 3,66 | 3,59 | 3,52 | 3,45 | 3,39 | 3,33 | 3,27 | 3,22 | 3,17 ||| 19 
4,77 | 4,66 | 4,55 | 4,44 | 4,35 | 4,26 | 4,17 | 4,08 | 4,00 | 3,92 | 3,85 | 3,77 | 3,70 | 3,63 | 3,57 | 3,51 | 3,45 | 3,39 | 3,33 ||| 20 
5,24 | 5,12 | 5,00 | 4,89 | 4,78 | 4,68 | 4,58 | 4,49 | 4,40 | 4,32 | 4,23 | 4,15 | 4,08 | 4,00 | 3,93 | 3,86 | 3,80 | 3,73 | 3,67 || 22 
5,72 | 5,59 | 5,46 | 5,34 | 5,22 | 5,11 | 5,00 | 4,90 | 4,80 | 4,71 | 4,62 | 4,53 | 4,45 | 4,37 | 4,29 | 4,22 | 4,14 | 4,07 | 4,00 ||! 24 
6,20 | 6,05 | 5,91 | 5,78 | 5,66 | 5,54 | 5,42 | 5,31 | 5,90 | 5,10 | 5,00 | 4,91 | 4,82 | 4,73 | 4,64 | 4,57 | 4,49 | 4,41 | 4,33 || 26 
6,67 | 6,52 | 6,37 | 6,23 | 6,09 | 5,96 | 5,83 | 5,71 | 5,60 | 5,49 | 5,38 | 5,28 | 5,19 | 5,09 | 5,00 || 4,92 | 4,84 | 4,75 | 4,67 ||| 28 
7,15 | 6,98 | 6,83 | 6,67 | 6,52 | 6,38 | 6,25 | 6,12 | 6,00 | 5,89 | 5,78 | 5,67 | 5,56 | 5,46 | 5,36 | 5,27 | 5,18 | 5,08 | 5,00 ||| 30 
8,33 | 8,14 | 7,96 | 7,78 | 7,61 | 7,45 | 7,30 | 7,15 | 7,00 | 6,86 | 6,73 | 6,61 | 6,48 | 6,37 | 6,25 | 6,14 | 6,04 | 5,93 | 5,83 ||| 35 
9,53 | 9,31 | 9,10 | 8,90 | 8,70 | 8,52 | 8,34 | 8,17 | 8,00 | 7,84 | 7,69 | 7,55 | 7,41 | 7,27 | 7,14 | 7,02 | 6,90 | 6,78 | 6,67 ||| 40 
10,7 |10,5 10,2 10,0 | 9,79 | 9,58 | 9,38 | 9,19 || 9,00 | 8,82 | 8,65 | 8,49 | 8,34 | 8,19 | 8,04 | 7,90 | 7,77 | 7,63 | 7,50 ||] 45 
11,9 (116 |i4 [11,1 |10,9 |10,6 10,4 ho,2 lio,o | 9,80 | 9,61 | 9,43 | 9,25 | 9,08 | 8,92 | 8,77 | 8,63 | 8,48 | 8,33 ||| 50 
13,1 2,8 |12,5 N12,2 11,9 K11,7 11,5 11,2 |11,0 los {10,6 ho0,4 lo2 10,0 | 9,82 | 9,65 | 9,49 | 9,33 | 9,17 |] 55 

14,3 (140 113,6 13,3 l13,0 |12,8 25 hi2,2 120 11,8 1,5 H,8 11,1 110,9 10,7 10,5 ho,3 02 |10,0 ||] 60 | 
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: 96'8 
Go'L | p1°2 | ge‘ | ge‘ | er'z | eg°2 | p9°z | 1° | 98°z | 26‘L | 60'8 | 13'8 


179 | 67°9 | 80'9 | 29‘9 | 91'9 | ce'o | v6'o | +02 | F1'2 | Ga'z | 96'L | Ly'L 
LL'G | 8° | g6‘a | 00'9 | 60‘9 | z1‘9 | g2‘9 ve9 | 6r'o | zg'9 | c9'o | zL‘o 
gra | 61e | oz'e | gg'e | 1r'e | ap'e | og'a | y9'e | a1'a | o8'e | çs'e | z6‘c 


FF cor | 197 | 197 | 82% | 08‘r | Le‘F | 56% 00°G LO‘G Gr'a | ga'e 
gs'e | 06‘8 | gé‘g | 00 | 90°» 11% | L1‘r | cer | Go r | cç'r | cL'F | 85 


6g'e | p9'e | 69'e | r1'e | 61e | re'e | ce‘e | ge‘e | 00% | 90‘ | arr | 81% 
ps'e | sg'e | are | Lr'e | ag'e | gg'e | ro‘e | 9g'e | aL'e | zL'e | çe'e | 8s'e 
80‘e | are | g1'e | om‘e | pa'e | 62e | pe'e | 86'e | sr'e | ap'e | ec'e | ac'e 
c8'c | 98‘ | 68'z | cé‘z | L6‘a | co‘e | go'e | o1‘e | are | 61‘ | ras | 62'g 
9ç'a | 09's | 89's | L9‘x | o1'c | r2'e | 81‘ | sec | 98'c | 06‘c | F6‘ | 66‘ 


pre | Lr'e | og'z | gg'e | zg‘a | 09'x | 59'a | 89'c | 12° | g1'e | og‘ | re‘ 
18'a | pg'e | Le‘z | op‘ | gra | Lr‘e | og'e | pg'c | Lez | 19° | 293 | 69° 
gr'a | 18‘ | ca | Lee | og‘a | gg'z | gg'a | 68‘c | gra | op'c | og'c | ro‘ 
g0'a | 80‘ | o1‘a | gra | 91e | 61e | see | 98e | cac | cg'c | 96e | 684 
GI | GI || L6'T | 00'8 | £0'& | 90‘ | 60e | 11‘ | FL'e | LG | 188 | cc 
O8'T | get | Fer | Le'T | 68°1 | ST | F6‘ | L6'T | 00° | 808 | 90° | 60‘ 
291 | 69T | TL'T | SLT | 9L'I | SLT | O8'T | S8'T | 98°T | 88T | TIGE | F6'I 
POT | 997 | 897 | 097 | 29'T | F9 | 29 r | 69 | SLT | FLT | OL | 6L'E 
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Hilfstabellen zur Berechnung der wahren Bodenschwankung. Die Tabellen geben &/7,. 
8—10. 
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Hilfstabelen zur Berechnung der wahren Bodonschwankung. Die Tabellen geben T/7. 
12—14. 
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Hilfstabellen zur Berechnung der wahren Bodenschwankung. Die Tabellen geben AIT, 
16—18. 


16,9 17,2 17,4 | 17,5 | 17,6 | 17,7 | 17,8 | 17,9 


0,059 0,058 0,057 | 0,057 | 0,057 || 0,056 | 0,056 | 0,056 
0,118 0,116 0,115 | 0,114 | 0,114 || 0,113 | 0,112 | 0,112 
0,178 0,174 0.172 | 0,171 | 0,170 || 0,169 | 0,169 | 0,168 
0,237 0,233 0:230 | 0,229 | 0,228 | 0,227 | 0,225 | 0,224 
0,296 0,291 0,288 | 0,286 | 0,285 || 0,283 | 0,281 | 0,280 


0,355 0,349 0,345 | 0,343 | 0,341 | 0,339 | 0,337 | 0,335 
0,415 0,407 0403 | 0,400 | 0,398 | 0,396 | 0,394 | 0,891 
0,474 0,465 0,460 | 0,457 | 0,455 | 0,452 | 0,450 | 0,447 
0,533 0,524 0,518 | 0,515 | 0,512 || 0,509 | 0,506 | 0,503 


GR © D 


SHOI O1 CO ND rm 
SD 


ns 
© 
mi 
[=] 


0,592 0,581 0,575 | 0,572 | 0,568 | 0,565 | 0,562 | 0,558 
0,651 0,639 0,632 | 0,628 | 0,625 || 0,622 | 0,618 | 0,615 
0,710 0,698 0,690 | 0,686 | 0,682 | 0,678 | 0,674 | 0,670 
0,769 0,756 0,747 | 0,743 | 0,739 | 0,734 | 0,730 | 0,726 
0,828 0,814 0,805 | 0,800 | 0,796 || 0,791 | 0,786 | 0,782 


0,888 0,872 0,862 | 0,857 | 0,853 || 0,848 | 0,543 | 0,838 
0,946 0,930 0,920 | 0,915 | 0,910 | 0,901 0,894. 
1,01 0,989 | 0,983 || 0,978 | 0,973 | 0,967 | 0, 955 | 0,950 
1,07 1,05 1,03 |1,03 |1,02 
1,13 1,10 1,09 |1,09 |1,08 


ER re den 
Œ & Y D æ 


Di dt bd bd 
HIS 


1,18 1,16 1,15) | 1,14 
1,30 1,28 1,27 |1,26 
1,42 1,40 1,88 |1,37 
1,54 1,51 1,50 |1,49 
1,66 1,63 |1,62 |1,61 |1,60 


N N ND ND 
& © # D © 
Ct & & D 
IG ND 
Qt & À ND 
D O1 # © D 


© 
© 


1,78 1,74 F7 
2,07 2,04 9,00 


HR © 
©Q 


2,37 2,33 2,29 
2,67 3 |92,61 2,57 
2,96 2,91 2,86 


a À 
© © 


ot 
ot 


3,26 3,20 3,15 
3,57 |3,55 3,49 |: 3,45 | 3,43 


a 
© 
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Seismische Registrierungen in Gôttingen im Jahre 1908. 


Zeichenerklärung. 
Charakter des Erdbebens: 
I — merklich, II — auffallend, III — stark. 
d (— terrae motus domesticus) — Ortsbeben (am Orte fühlbar). 
v ,; »  vicinus) — Nahbeben (unter 1000 km). 
E -fe » ;, ,  remotus) — Fernbeben (1000—5000 km). 
a = .; »  ultimus) = sehr fernes Beben (über 5000 km). 
Phasen: 


P (— undae primae) — erste Vorläufer (Longitudinalwellen). 
PR, = n mal an der Erdoberfläche reflektierte erste Vorläufer. 
S  (— undae secundae) — zweite Vorläufer (Transversalwellen). 
SR, — nmal an der Erdoberfläche reflektierte zweite Vorläufer. 
PS —sog. Wechselwellen, d. h. Wellen, die bei der Reflexion an 
der Erdoberfläche ihren longitudinalen Charakter in trans- 
versalen oder umgekehrt verwandelt haben. 
L = undae longae) — Hauptbeben (,lange Wellen“). 
M maximae) — grôüfte Bewegung im Hauptbeben. 
Mr — Oberflächenwellen, die die Station über den Gegenpunkt 
erreichen. 
Mn — Oberflächenwellen, die über Station, Gegenpuukt, Herd die 
Station zum 2. mal erreichen. 
C (— coda) — Nachläufer. 
F (= finis) — Erlüschen der sichtbaren Bewegung. 


Art der Bewegung: 
i (— impetus) — Einsatz. 
e (— emersio) — Auftauchen. 
T — Periode — doppelte Schwingungsdauer. 
A — Amplitude der Erdbewegung, gerechnet von der Ruhelinie 


aus. 
Ax — N-S-Komponente von A. 
ÂÀE = E-W ») FE) ,) 


Zeit und Ma: 
Zeit — mittlere Greenwicher, gezählt von Mitternacht zu Mitter- 
nacht. 
uw — Mikron — ‘/10 Millimeter. 

A ist kein geeignetes Ma für die Heftigkeit eines Bebens, 
sondern ee worin g die Beschleunigung der Schwere, 4g deren 
Aenderung ist. Bei periodischen Stôrungen ist genähert Zg — 
pm: Wird À in u, in Sekunden se so erhält man Zg 


in Milligal. 1 Milligal — ‘100 Gal = ‘100 C-G-S-Einheit der Be- 
schleunigung. Weil g — ca. 980 Gal ist, ist 1 Milligal ca. 1 Milli- 
ontel der Schwerebeschleunigung g. 
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Zeiten Amplituden 


Perioden Bemerkungen 


(Greenwich) 


Ü 
Ë 
Charakter 


Ag | Ax | 


h-m s 8 u u 
Jan. 2 6 17 bis| 10—12 | O08| 1'k 
27 
n  4| I | eL |23 1114 
M 171}; 18 0 LEE 
F 23 
D 51 z | i le à 
eL 561/2 
M | 3 74 17 1 2 
F 40 
» 6| I | eL |14 42} 
M 46/3 12 0,5 1 
F 50 
nn. L}Uul :P | 347 14| 10 2 2 P ist kein einfacher StoB, son- 
PR: 50 (31) 10 11} 9 |dern ein allmähliches Reifen. 
57 (38)| 17 6 712): 
SRa | 4 3(24)| 17 31}l 3 
eL 151/2 | 
M 211} 30 65 | 85 
M: 241/2 19 60 | 70 
Ms | 28: 14 60 | 12 | 
F 6 15 | 
3 Herd 9100 km N-S-lich. SR; 
RIT et #3 = : Te rit kr ce 13h 30m sut . 
è t ô - 
La 5 . : ; ". Beivion x S sind mr 
2 
SR 25 3 6 1 1,0 
SR: | 29 6! 6 08| 13 
eL 36/2 
M 431/s 26 45 | 15 | 
F |14 50 
En 26) I eL | O 3 
M: 81/3 17 1!}2 0,4 
M2 10/3 17 0,4 11/4 
F 17 
25| I e 4 27 48 — — — 17 000 kg-Pendel. 
eL 28 51 
M 29 18 21/2 ‘4 0,2 
F 31 | 
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0 


Zeiten Perioden Amplituden Bemerkung 


(Greenwich) 


Charakter 
Phasen 


Ag | Ax 


h ms 8 u u 
eL |16 31!/s É Starke mikroseismische Bewe 
M 38?/s 11 10 8 gung verdeckt die Vorläufer. 
F 117 à 
» B1l I 4 de 7 : = k 17000 kg-Pendel. 
eL | 511 
M 15!/e . 14 3 2 
F 23. 
Febr.1/2 | E i |23 24 62 — — — Vertikalseismometer. 
eL 35 Ueberlagerung mebhrerer Beben, 
M: b6!/4 26 13 7 |diemikroseismische Bewegung ver- 
M: O 154 19 1b 10 deckt die Vorläufer. 
Ms 5°/4 L4 15 14 
M 10'/4 14 TL 6 
F 
,, 2 I eL |15 151/4 
M 21/4 23 8 3 
M2 26 21 4 2 
F 44 
5 4! Iv e b 3! 
M 4 O0 1/8 — 0,2 | 17000 kg-Pendel. Im Vogtland 
F 41/4 gefühlt. 
, 4 Iv e 5 13!/4 17000 kg-Pendel. Im Vogtland 
M 13 28 1/8 = 0,2 | gefühit. 
F 135/a 
À b| I L |22 56 bis | 17—20 3 — Aus der mikroseismischen Be- 
23 11 wegung tauchen lange Wellen auf. 
. 9! I eL | 4 6 
Mi 11 19 b 8 
Me 121/s 19 3 ) 
F 37 
: 9| Ilu | i(P) |18 22 29 —— — — 
1 23 49 4 0,7| — L : 
PR: 26 29 9 ide Vertikalseismometer. 
PR: 28 16 4 1 —— 
S 33 1 9 2 b 
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ASS | 
atum É | 8 2555 Perioden snniden Bemerkungen 
Ê | # (Greenwich) 
sd: A Ax | 
h m sl pes u u 
F9} IIul SR: |18 39 13 (LT) (0) (2) 
tzung eL 50 
Mi 52/4 21 14 45 
M: 57!/4 14 20 9 
F 20 
MIO! I L |15 36 bis 9 (2) 0,7 
| 40 
11) I e |13 19'4 14 | O05| 05 
eL 33 
| M #4 19 3 2 
| L |14 10 
14! I 1 D: 0 13 2 — 1 17000 kg-Pendel. 
eL 16 
M 18,8 6 — 1 
F 29 
16| Iv | (Gi) | 111 29 17000 kg-Pendel. 
| eL 12411 In Steiermark gefühlt. 
M 12 33 5/4 — 0,2 
we F 13 39 
19| Iv | eP |21 12 23 — ? | — Im 17000 kg-Pendel vüllig auf- 
LE 35 1/3 ? 21/2] gelôst registriert. 
| (S) 13 10 3/4 ? 3 In Wien gefühlt. 
D4 19/4 :d 5 
F 18 
25h Tv eL.119-62 12 17000 kg-Pendel. 
| M 23 Pa ? 0,2 
| Er 53 
26| I L |18 51 bis 14 1 L 
56 
me 1 TI 21 4 
11 17 2 2 
19 
2| Iu Herd 8400 km. 


Hein Hal 
bi 
[O1 
R 
Li 
© 
© 
TN 
ee 
D 
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mm 
DT ant | 
j'nSes S . | | . 
Datum | ce & 7er | Perioden | suplinden | Bemerkungen 
a = | ‘Greenwich) | j 
= CES l il 
5 | | 
März 2 £ 
| I 
1 | 
F 
| l 
, 5| Ilu| P 2 31 4! Gross | Herd 9500 km E-W-lich. 
PR 35 141 6 Hu 
| PR: 37 7. 6 k =0,7 | 
| S 41 86 8 | 3 | 
jy jrs] 4 sl 14 | 5 | 
|eL|3 5 
Mi 9 33 40 70 
M: 23 | 40 80 
M3 20 40 40 
F 
L 


[N 
] 
re 
à 


» | 
: 3 art 0,6|  Herd 4800 km E-W:-lich. 
3 1 0,6 
7 1| 14) 
‘ life] 21} 
104} 22 2 | 
LE | [l 
18 11/2 | 


© CO O A 


,9 
0,9 
3 


18 — 1!/3 
0,5 — 
0,8 0 
0,8 — 
— 2 
— ? er 17 000 kg-Pendel. 
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£ | 
} = = 
Datum | # 2 Zeiten Ponte | Amplituden 
| Le à | (Greenwich) 
© 
I | Ag | x 
hk ms 8 u u 
“ärz 15| Tu 2 9228: 11 À 0,7 i: 
PR: 32 17 4 0,7 0,8 
| PR: | 35% 7 04! 07 
PR: 37 18 b 0,4 0,5 
| S 42 93 9 0,6 1 
| SRi 52 56 9 0,6! l'A 
| eL |10 18 
| M: 32 24 4 6 
M2 36 21 2 6 
| M3 56 19 3 E 
D 16] I PONLII9 27 1 l'h 0,8 
(M) 22°/: 8 — 0,7 
| F 26 
| 
4, 17] I | eL | 1 36 
M 38°/4 19 2 3 
F 51 
D 19) Tu | (P) | 3 18° 47 4 Les —_ 
1 19716 1° — 0,2 
(PR) 22 47 4 _ — 
eL | 4 13 
| M 21 30 — 3 
| F | 5 
F 90! I eL | 5 57 
M 6 :3°/s 9 0,2 0,4 
| F 13 
D 21): Î | eL | 5 54 
M1 | 6 163 17 1 L 
M: 19°/3 17 0,8 2 
F 41 
nn 25 Tu e |12 42 57 2 — 
e(S) 52 13 8 2 — 
1 58 33 DH 2.2 
eL |13 19 | 
M] 27 36 | 25 45 
F 50 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Kliasse, 1909. [Left 2. 


Bemerkungen 


Das Ende des Bebens geht im 
folgenden Beben unter. 


Im 17000 kg-Pendel sehr gut, 
ein ausgesprochenes Maximum 
fehlt. 


i nach dem 17 000 kg-Pendel. 


Vertikalseismometer. Mikroseis- 
mische Bewegung verdeckt die 
Vorläufer. 


ii 
I 
D 


Charakter 


März 25| Tu 


» 26/27 | ITTu 


» 27 


ITu 


Zeiten 


(Greouwich) 


20 
23 


L. Geiger, 


Amplituden 


Bemerkungen 


| Vertikalseismometer. Herd 


Herd 9700 km. 
Mexico zerstôrt. 


Chilapo 


Herd 9500 km. In Mexico ze 
stôrendes Beben. 


Vertikalseismometer gehemm: 


Herd 7200 km E-W-lich. 


Perioden 
8 u 

5 ee _. 
(5) = 9200 km 

9 12e 
21 G1/2 61/2 
14 30 10 
14 45 25 
14 50 30 
17 120 70 
18 90 50 
21 250 150 
17 200 150 

6 2 2 

8 6 2 

8 2 1 
10 l'Jel 4 
18 60 830 
14 0,81 l'h 
14 21/2 5 

2 — 0, 
(2) = 2 
14 — 9 
14 6 9 

3 IE 

6 — 11/2 
21 — 6 
12 1 2 
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Zeiïten | : i 
Perioden AHPHUUeE Bemerkungen 


(Greenwich) 


Li 
D 
ee] 
x 
Li 
ai 
s 
= 
© 


(Von April 22: 22h bis April 23: 9h registrierte nur das 17000 kg-Pendel.) 
23| I L |20 5 bis 19 1 — 
11 


16! Ir P |17 46 39 E 2,0 —— Herd 4000 km E-W-lich. 
ePRi 48,4 = 2,0 | — 
| 52 58 J 11/2 41}: 
eSRi 56,2 17 11/2 7 
18 '2 12 1% 21/2 
F 30 
D 19)tIu |: P Sn 997 Es 11/2 1 Die Maximalbewegung fällt in 
1 11922 5 1 11/2] den Papierwechsel. Herd 7400 km. 
| S 18 31 9 9 7 
F | 9 40 
| nn 21)" TI eL |15 51 
| M 551/2 25 6 4 
| | M: |16 1 24 3 7 
| F 18 
| 
| 
| 
| 
| 


» 24] I |e(P)|14 27 — — er Vertikalseismometer. 
| 1 42 10 — 8 L ist zweifelhaft. 
D. 261.1 eL |18 31 
M 36 19 l'}s 1,0 
F 51 
13* 


“14 


174 L. Geiger, 


La 
8 a x à 
re) : d À 
Datum é # | da Perioden DRASS Bemerkungen 
| . 5 | (Greenwich) 
à Âg Ax 


Mai 3|Iu | P 1 O0 34 6 1,0 Herd 8400 km. 
S 10 23 9 1'/4 
eL 19 
M 40 14 2°/e 
F 2 45 
. 5| Ilu| eP | 6 31'; — Fe 
PR: 36 13 5 2/2 
1S 43 36 11 
SR1 51°/: 26 30 
SRe2 55°/: 26 25 
SR3 59°ls 26 20 
eL | 7 8 
M 17 21 60 
M: 20'/2 30 50 25 
F 9 
à 5| Tu e |11 26°: (3) — — 
1 86 51 10 1'/: 1,0 
i 41 59 18 2°} 
eL 51 
M 112 6 17 2'/2 l'/ 
45 
ESA E 6 A eL |14 40 
M 45/2 18 l'h| 2°} 
15 5 
Ses 4 eL |21 5 
M 12'/2 14 2 4 
F |22 


14 
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| 
» 15 


ne, 17 

| 

| 

| » 20 
2 20 

| 

7 

: 

| » 28 

[D 50 

1 Jam 2 


Charakter 


Ir 


ka 


Hi 


an | 


H 


= : ; 

É Lo pureté Amplituden Domekeiges 

à (Greenwich) 

| Ag Ax 
h 8 

ÉrE T CM 

M 16/2 13 — 0,5 

F 27 

P 8 42 26 12 1,0! 4} Herd 7500 km N-S-lich. Dies 
PR: 44 53 12 0,7 3 |folgt sowohl aus S—P als auch 

S 51 927 10 21h nach der Angenheiïsterschen For- 
SR | 66 27| 21 B, | ROUE PP MNT MISES ASS 
SRe 59 8 15 3 5° FA AT 2 NE : “ 
eL 9. 6 

M 13°/s 16 6 40 
Mer ii 24 17 == ee 

F 45 

L 12 35 13 5 6 6 Herd 2050 km. 

S 38 49 10 7k| 16 

M 44/3 14 7 20 

F” |18:30 

e 8 2 

M 49 14 1'/2 8 F fällt in den Papierwechsel. 

eL |16 11 

M 14 14 — L 

F 30 

e 9 8’ 17000 kg-Pendel. In Ungarn 

M 12: 8 — 0,5 | gefühlt. 

F 16 

e 8 27 49 In Ungarn gefühit. 

M 31 9 0,5 0,7 

F 34 

eL |15 1' 

M Îl2 9 l'/ 3 

F 14 

eL |14 20 

M 24%, 9 07| 0,7 

F |16 


176 L. Geiger, 
: | 
Datum | esien Periodent|}, CPR Bemerkungen 
= (Greenwich) 
(æ 
17000 kg-Pendel. 
Herd 5500 km E-W-lich. 


) 91 I eL | 3 36 
M 52 12 Pis" 1062 
F 4 10 


M 19 12 0,7 1,0 
F 32 
5 9! I eL |19 41 
M 44?}s 10 094107 
F 50 
nr blig eL | 3 51 
M 53 9 0,7 15 
F 58 
»y  23| Ir | P |1418 20 3 — — Herd 1900 km. In Smyrna ge- 
S 21 42 6 0,5 0,6 |fühlt. 
eL 23 
M | 25 12 3 3 
F 40 


Zeiten 


(Greenwicb) 


n_ 28 


27, 90 


PL 


Iu 


pe oo H Heu Heu 


HO Ha2Dur He 


RU 


Perioden 


14 


24 


12 


Amplituden 


Ag 


AN 


0,3 
3 


10 


Bemerkungen 


Herd 1900 km. In Smyrna ge- 
fühlt, 


Herd 1900 km. In Smyrna ge- 
füblt. 


Vertikalseismometer. 
Herd 6200 km. 


Der Beginn des Beben fällt in 
den Papierwechsel. 


178 L. Geiger, 


Amplituden 


Perioden Bemerkungen 


Charakter 


n'en 8 u 
Juli 2] I L 9 59 bis 9 0,5 0,5 
10 4 
: SL eL | 3 27 
M 29'/2 24 _ 1 
F 42 
3 8| Ir P |12 56 43 3 0,8 2 Herd 3500 km N-S-lich. 
5. 113 2,12 10 l'h| 4 
eL 6 
M 11% 17 8'/:| 17 
F |14 10 
# 8| Ir P |16 42 30 — — — |  Vertikalseismometer. Herd 
S 47 47 10 — 1 |3500 km. 
eL 52 
M 57'is 17 0,4 8/2 
F |17 15 
CMUMSSIS 2:15 8 1 — 1 Bei Udine gefühlt. 
S 16 42 l'h 8 4 Herd 800 km. 
M 18 b 6 
F 23 
» 10! Iv | eP | 6 41°: 1 — 0,4| Bei Udine gefüblt. 
S 43 7 JL 8 3 
M 44/2 b 1/2 2'/2 
F 50 
0 C1 PE e |19 — — — 
i 6 32 7 0,5 0,9 
M 15/2 14 0,5 0,7 
F 23 
» 13] Iu | (P) |2116 2 — —— — 
@) 24 15 12 0,5 0,8 
e 37 
Mi 47 15 3/2 7h 
M: |22 O 18 3 0,5 


11 


El 


Hi 


Charakter 


Iu 


Iv 


Ir 
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Phasen 


Ent He ef He Tu 


® © © 
Heu Re Han 


Horn 


Zeiten 
(Greenwich) 


35 55 


2 14 46 


Perioden 


24 


25 


© ii 


(14) 


(12) 


EE 


Amplituden 


Bemerkungen 


uw 
— Vertikalseismometer. Herd 
m. 


1 |9000k 


0,5| Im Friaul gefühlt. 
1'/2 
2°/2 


a Vertikalseismometer. In Algier 
verheerendes Beben. 
3 


1,0| Herd 2400 km N-S-lich. 
2 


180 L. Geiger, 
£ a ; : 
Datum É 2 is Perioden sn phineen Bemerkungen 
= à (Greenwich) 
= Ag | Ax 
| h m u 
Aug. 12] Iu | eL |16 47 
11. 13 
F |18 
» 12] I | e |19 61h 0,5 
e 12 l'/3 
eL 40 
| 1 | 50 3 
F |20 30 


Vom 13. bis 21. keine Registrierungen wegen Arbeiten an den Instrumenten. 


Aug. 22| I e |12 33/2 — — — 
eL 37 
M 41 12 31/2 2 
F |13 
022) Tu Peh19:29: 57 11/2 3 0,8 
(eS) 421/2 — — — 
M 120 6 17 1!/: 3 
F 21 
20) I eL |22 0 
M 10 14 0,5 l'} 
F 80 
29). PRONIBAI TE T 8 1,0 0,3| Herd 5000 km E-W-lich. 
S 23 58 10 4 3 
eL 30 
M 321/2 17 7 7 
Ho l19:10 
une Li. Li Me(P)l or 28% 2 — — — 
e(S) 29 13 — — — 
M 29/3 b 0,6 0,6 
F 801/2 
01). ] L 9  At}obis 14 L 2 
51/2 
Sept. 1! I | L |12 50 bis 17 1!} 21/2 
59 
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Zeiten 
(Greenwich) 


Amplituden 


Perioden Bemerkungen 


Charakter 


m 
! 
| 
| " 4! Ir | P |1658 14 4 — Herd 3900 km. E-W-Komp. 
S 117 3 64| 14 7:31 4  lundeutlich. 
| eL 6'/2 
M 9/5 15 10 | 2}, 
2 11 12 ? 3 
| F |18 6 
| . 91 I e 6 57/4 14 — 0,7 
| eL | 7 7 
| M 11/3: 20 b 2 
| 40 
| »12/18| I L |23 50 bis 14 cu 0,7 
58 
D, 1] I |<L|4H 
b 3 14 1'} 2 
| 30 
LE DA eL |11 6 
M: 6°/s 14 — 21, 
M: 15 14 L 3 
F 30 
21) Tu i 6 54 34 9 ? 1 E-W-Komp. undeutlich. 
i ah 10 ? 4 
i 83 D9 14 ? 4. 
M b1°/: 12 ? 7 
F 9 40 
00 lu CP) à 7:18 545 8 — ee Vertikalseismometer. 
(S) 26 18 10 0,102 
eL 45°!s 
M 58/2 17 0,7| 3 
F 8 30 
Re” El e 0 13/4 6 — Le 
eL 21 
M 23 16 — 2 
F 36 : 


182 L. Geiger, 


Zeiten Amplituden 


Perioden Bemerkungen 


(Greenwich) 


Charakter 


b ms 8 u u 
Sept. 24| I (ERIrI-03 6 — 0,6 
eL 7 ; 
M il 12 2! 3 
F 50 
261: TI eL | 6 41 
M 17 — 2 
F 8b 
» 28|IIr| P 6 32 48 6 — 0,6| Herd 2700 km. E-W-Kompo- 
S 37 14 8 15 9 |nente undeutlich. 
eL 41 
Mi 42!/s 15 ? | 20 
M2 45 18 2 | #25 
F 7 50 : 
Okt. 4| I eL |11 53 
M 58'/: 20 ? 4'}|  E-W-Komponente undeutlich. 
F |12 14 
F 5| I e 8 D'h — — _— 
eL 12 
M 14'h 17 ? 4 
F 36 
" 6| Iv E 21 47 4 6'/2 1,0| In den Karpaten gefühit. 
e ll 
M 49 12 6 b 
F |22 16 
s 7| Iu | (e) | 1 5’ — _ — |  Vertikalseismometer. 
e 15'/s 14 0,5 0,7 
eL 45 
M 2 0 19 B'/2 b 
F 30 
»y 10} Iu | (P) |15 6 51 4 — 0,7 
(S 16 26 6 0,3 0,9 
e 37 
M 49°}: 17 1'} 
F ? 


10) I |; |16 38 bis | 10 AT ER 
5 
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Zeiten 
(Greenwich) 


Amplituden 


Perioden Bemerkungen 


Charakter 


| Okt. 13| Iu 1 5 19 87 b ? ? 4 Nach dem Vertikalseismometer. | 
| PRi 22 6 b ? ? Das 1200 kg-Pendel war aufer | 
| es 30°}: 14 ? 9 | Betrieb. | 
eL 43 
| M |6 8': 27 ? c) 
| F 40 
D, 14!Irl P|15 2/4 4 0,9! 3‘: | Herd 3300km N-S-lich. 
S 7 48 17 8'h:| 4 
eL 11! 
| M 13!/: 24 40 | 20 
| F |16 30 
n 20) Iu |:(P) | 256-832 5 — — Vertikalseismometer. 
es | 3 7 9 0,7| 0,5 
| eL 32 
| M 38 14 2 6 
| F | 4 40 
y 20! Iu | (P) | 5 52 6 — — Vertikalseismometer. 
es | 6 3 53 8 0,5, 0,6 
eL 26 
M 35!/: 14 2 b'/2 
F | 7 30 
Pn 21) Iv e |13 43 25 17000 kg-Pendel. Im Vogtland 
M 58 0,6 ? 0,5 |gefühlt. 
F 45 
n 21] Iv | eP 118 50 18 ? — id. 
S 44 Han Qi 0,1 
M 56 0,6 fs 0,3 
F 5l'/h: 
, œ21iriv |:-P: 114. 4 6b4 0,2 ? 0,1 id 
S b 19 0,3 ? (0,4) 
M 28 0,8 2 1 
F 8 
21| Iv 14 12 _— es id. 


jl L. Geiger, 


Æ 


Zeiten 
(Greenwich) 


Charakter 


u 
Okt. 21| Iv | eP |14 650 8 — — 17 000 kg-Pendel. Im Vogtland' 
S 38 0,5 ? |.  O,1/|gefühit. 
M 49 0,6 — 0,8 
F 51}: 
2 21} Iv | eP 1167 5 — — — id. 
S 28 0,3 FR 0,15 
M 40 0,6 —1#0 
F 8/2 
21} [v e |18 25 10 id. 
M 0,6 —- 0,2 
F 26}: 
» 21] Iv | P |20 40 12 0,3 ? 0,15 id. 
S 33 0,2 8 0,3 
M 44 0,6 l'/ 
F 42 
Fa 21lalr e |21 53 49 —— — — id. 
(S) 54 8 0,2 ? | (0,06) 
M 19 0,4 #02 
F 54/3 
nn 2 IyreP-12143 18 — _ _ id. 
M 0,8 0,8 0,8 
F 45 
, 28) Iv | P |547 35 0,3 ? 0,1 id. 
S 56 0,2 e 0,3 
M 48 7 0,6 ? 0,6 
F 51 
» 23|.Iv | eP |12 51 12 — ? — id. 
S 35 0,2 ? 0,3 
M 44 0,8 ? 0,4 
F 
super- 
7 C25)0Iv Ë poniert id 
M |1252 56 0,8 ? 0,7 
F 53/2 


Okt. 23 


24 


24 


24 


28 


29 


30 


Charakter 


Iv 
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D Heu 


(ep) 


S 
ao) 

BST À 
SAR 


Haut He 


H = © 


ao) 


(PRi) 


i(PS) 
(SR) 


Et Her nu 


Es 


SERA RL 


Zeiten | 
(Greenwich) 


Perioden | 


u 
0,1 
0,15 
0,5 


Bemerkungen 


17 000 kg-Pendel. Im Vogtland 
gefühlt. 


F geht in mikroseismischer 
Bewegung unter. 


17 000 kg-Pendel. Im Vogtland 
gefühlt. 


id. 


Das Beben gleicht demjenigen 


,l|vom 23 m. c. 20h 20 m auffallend. 


Beide Herde liegen wohl in Cen- 
tralasien. 


Herd 2500 km E-W-lich. 


186 L. Geiger, 
$ a | 
Datum S 2 7 Perioden Amplituden Bemerkungen 
. a (Greenwich) 
” Ag | An 
h m 


Iv 


Heuwur HeUo HET 


3j = O2 © 


Le) 
+ O2 y Heunr 


11 11 (12) 


11 13 (46) 
14h 


14,5 


11 39 (15) 
41 


8 


48 
40,4 


11 44 (26) 
b1 


11 47 


F fällt in den Papierwechsel. 


17000 kg-Pendel. Im Vogtland 


id. 


id. 
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Emme) 


S | a 
Datun É 8 Zeiten Perioden Amplituden Bemerkungen 
. cs (Greenwich) 
& Âg Ax #3 
RME u u 
Nov. 3| Iv Pust19 12 787 0,8 ? 0,15| 17000 kg-Pendel. Im Vogtland 
| S 3 3| 0,6 9 | 0,4 |sefühlt. 
M FE 0,8 è 0,8 
F 6,9 
; 8| Iv | eS |12 7 30 0,6 ? 0,05 id 
M 36 0,6 ? 0,05 
ie 8 
4 3| Iv | eP |12 23 45 —— ? — id 
M 24 19 0,3 ? 0,15 
F 25,0 
4 3| Iv | eP |12 45 10 — ? _ id. 
S 35 0,3 ? 0,1 
M 42 0,3 ? 0,2 
F 46 
À 8| Iv | eP |12 47 16 — ? _ id. 
S 4 0,6 ? 0,2 
M 5b 0,7 ? 1,0 
F 50,2 
: 3| Iv Ep 113.257 °50 1,2 ? 0,3 id. 
S 56 1,2 ? l'a 
M 26 3 10 ? 21/2 
F 31 
? 3| Iv e |14 41 (40) — ? — id. 
S 42 6 0,5 ? 0,15 
M 13 0,7 ? 0,3 
F 43"/2 
- 83| Iv e |15 44 56 — ? — id. 
M 45 3 0,8 ? 0,3 
F 45,5 
À 8| Iv er N17118237 =— ? — id. 
M 40 0,6 ? 0,1 
F 19,0 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse, 1909. Ileft 2. 14 


188 L. Geiger, 


Zeiten Amplituden 


Perioden Bemerkungen 


(Greenwich) 


Charakter 
Phasen 


h ms 8 u u 
»ReiBen“. 17000 kg-Pendel. Im 
Nov. 3| Iv ; 17 À G6) 10 10 [ve ARTS Pr ende 
S 41 1,2 ? 61/2 
M 49 1,2 ? : 
F ? F geht in das folgende Beben über. 
. 8| Iv | eP |19 2 38 — ? — 17000 kg-Pendel. Im Vogtland 
S 83 6 0,3 ? 0,4 |gefühit. 
M 12 1,0 ? 0,3 
F 8,8 
2 8| Iv | P |19 22 31 — ? _ id. 
S 56 0,8 ï) 0,3 
M 23 3 0,8 ? 0,6 
F 23,7 
. 8| Iv e |19 25 36 — ? _ id. 
M 43 0,7 2 | 015 
F 25,8 
Fa 8| Iv e |20 11 28 —— ? — id. 
S 0,4 ? 0,2 
M | 12 1] 10 ? | 04 
F 12,8 
ù 8| Iv | eR 120 30 13 _ ? — id. 
S 39 0,8 ? 0,3 
M 45 1,0 ? 0,4 
F 81,7 
. 8| Iv ï. 21 O 55 — ? _— id. 
1 1| (0,4) ? | (0,15) 
F 1,2 | 
. 8| Iv S |21 33 15 0,3 ? 0,15 id. 
M 22! 07 ? | 03 
F 33,0 
; 83| Iv | P 122 4 46 0,3 ? 0,15 id. 
M 5 20 0,8 ? 0,6 
F 6,7 
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Perioden 


Amplituden 


Bemerkungen 


Charakter 


h 8 
Nov. 3| Iv | eS |22 43 (23) 0,4 ? 1 0,3" 17000 kg-Pendel. Im Vogtland 
M 31| 0,9 ? | 0,3 |eefühlt. 
| F 44,4 
” 8| Iv S 12326 2 0,2 ? 0,1 id. 
M 8 0,9 ? 0,1 
| F 26,7 
| 
- @ 8| Iv | eS 123 87 1] 0,7 ? (0,1) id. 
M 8 0,9 ? 0,15 
F 37'/: 
À 4| Iv e 1 45 37 — ? _ id 
M 48 0,6 ? 0,1 
F 46,0 
À 4| Iv EP 155 46 0,3 ? 0,05 id 
S 56 12 0,3 ? 0,2 
M 19 0,9 ? 0,5 
F 58 
# 4| Iv | (e) | 225 62 — ? — id. 
S 26 14 0,3 ? 0,05 
M 25 0,7 ? 0,2 
F 27 
4 AhtIvel el: | "2980 7 — ? — id. 
S 33 0,6 ? : 
M 40 0,8 ? 0,15 
F ? F geht in das folgende Beben über. 
3 4| Iv | M | 239 34 0,6 ? 0,05 | 17000 kg-Pendel. :Im Vogtland 
F 39.8 gefühlt. 
3 4| Iv e 328 7 — ? — id. 
S 31 0,3 ? 0,1 
M 38 0,8 ? 0,1 
F 29,0 
, 4| Iv le 3 33 37 0,8 ? 0,2 id 
S 34 4 0,8 ? 15/4 
M 11 1,0 L 2 
F 37 
14* 


i à 


190 L. Geiger, 


| Zeiïten Amplituden 


Datum Perioden Bemerkungen 
(Greenwich) 
m u 
Nov. 4| Iv P 3 b0O 14 — | 17000 kg-Pendel. Im Vogtland 
S 38 0,1 |gefühlt. : 
M 46 0,2 
F ? F geht in das folgende Beben über. 
: 4! Tv M 851 2 0,3 17 000 kg-Pendel. Im Vogtland 
F 52,8 gefühlt. 
OL NIv ON eo | 4415 28 — id. 
S 51 0,3 
M 58 0,2 
F 13,8 
ñ 4| Iv 1e 450 5 0,05 id 
S 31 0,4 
M 38 0,4 
F 52,5 
, 4! Iv P 5 1 26 0,05 id. 
S 51 0,5 
M 58 0,8 
F ? F geht in das folgende Beben über. 
= 4| Iv e 5 4 (6) s 17 000 kg-Pendel. Im Vogtland 
M 920 0,1 gefühlt. 
PE 4,8 
s 4| Iv e b 5 (36) — id. 
S 58 0,1 
M 6 4 0,1 
F 6,6 
. 4! Iv P 6 3 14 0,1 id 
S 40 15/4 
M 48 0,9 
F b,9 
> 4! Iv P 6 32 25 0,065 id 
S 52 0,3 
M 59 0,8 
F 34/2 


| 


Nov. 


rs 


TN 


æ 


[LS 


Charakter 


Iv 


Iv 


Iv 


Iv 
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Hétu “Æoe Wu, | Phase 


Heu Heu Ho Hem 


H = © 


HE HEuno 


Zeïiten 


(Greenwicb) 


ho Em Es 
6 36 (8) 
87 91 
44 
38,8 


7 36 (51) 
Bt 45 


B,5 


10 


16 18 


Perioden 


VV © 0 0 © 0 Ù ‘Ù “ÙŸ © © ‘© 


VD VIS 


Amplituden 


03 
0,3 


0,8 


191 


Bemerkungen 


17 000 kg-Pendel. Im Vogtland 


gefühlt. 


id. 


F geht in das folgende Beben über. 


17000 kg-Pendel. Im Vogtland 


gefühlt. 


id. 


id. 


id. 


F geht in das folgende Beben über. 


17000 kg-Pendel. 


gefühilt. 


Im Vogtland 


Nov. 4 
À 4 
z 4 
15. 4 
. 4 
ne 4 
, 4 
PO | 
; 4 


192 


Charakter 


Iv 


Iv 


Iv 


Iv 


Iv 


Iv 


Iv 


Iv 


HE Hewo 


HR mano 


3j © u0 © 


H = © 


HERO HE HHUo 


Zeiten 
(Greenwich) 


49 12 


1157 46 
57 
58,4 


L. Geiger, 


Perioden 


| Amplituden 


D V0 0 0 0 © D 0 


D © 0 


D © 0 


Bemerkungen 


u 
— 17000 kg-Pendel. Im Vogtland 
0,1 gefüllt. 
0,15 
F geht in das folgende Beben über. 
0,05 17000 kg-Pendel. Im Vogtland 
gefühlt. 
- id. 
0,4 
0,4 
F geht in das folgende Beben über. 
0,05 | 17000 kg-Pendel. Im Vogtland 
0,1 |gefühlt. 
0,2 
— id. 
0,4 
0,8 
— id. 
0,5 
0,3 
0.6 id. 
3 
6 
— id. 
0,05 
(0,3) 
— id. 
0,05 
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D —————————— 


Zeiten Amplituden 


Perioden Bemerkungen 
(Greenwich) 


Charakter 
Phasen 


h} m ss 8 u u 
Nov. 4! Iv e |12 35 (b4) = ? : | — 17000 kg-Pendel. Im Vogtland 
M 36 22 0,8 ? 0,1 |gefühlt. 
F 36,8 
< 4! Iv e 11811 2% — : — id 
M 26 0,8 ? 0,1 
F 1,5 
: 4! Iv e |13 4 47 — 4 — id. 
M b4 0,8 ê 0,1 
F b 
pi 4 Iv P |1811 29 0,9 ? 1,0 id. 
S 56 0,8 410 
M 12 4 0,9 2 410 
F 16,5 
“ 4l Iv | P |14 4 (1 — rl — id. 
S 37 0,6 ? 0,15 
M £4 0,9 ? 0,3 
F 5,4 
ê 4l Iv e |15 50 42 — ? — id. 
| M b0| 0,9 ? | 0,16 
F 51,0 
L 4 Iv | eP |16 39 41 — ? — id. 
S 40 0,4 D 0,5 | 
M 13 0,8 ? 0,9 
F a 
# 4| Iv e |17 20 31 — ? — id. 
M 37 0,9 ? 0,3 
F 21,0 
: 4l Iv | eS |18 33 45 0,7 ? 0,15 id 
M b1 0,8 ? 0,15 
F 34,5 
; 4| Iv | eP |18 36 10 — ? — id. 
S 35 0,7 ? 0,15 
M 43 1,0 ? 0,15 
F 37,0 


Charakter 


Iv 


Iv 


Iv 


Heu Heu Haut Hewn Hunt 


Heu Heu emo 


HE wo 


Zeiten 
(Greenwich) 


47 

21 12 28 

55 

18 3 
13,4 


22 23 53 
24 19 


27 
22 49 18 


L. Geiger, 


parties Amplituden 


s 
0,1 17 000 kg-Pendel. Im Vogtland 
0,9 gefühlt. 

1,0 

mt id. 
0,7 

0,9 

0,9 id. 
0,8 

0,9 

0,9 ja. 
0,8 

0,9 

0,9 id. 
0,6 

0,8 

a: ? — id. 
0,7 ? 0,1 

0,8 ? 0,15 

0,8 ? EN id, 
0,7 ? 0,2 

0,8 ? 0,3 

0,9 ? 0,05 id 
0,8 ? 0,3 

0,9 ? 0,4 

pa ? — | ,Reifen‘. id. 
10 | ? | 08 

0,8 ? 12 

1,0 ? 8 


Datum 


Charakter 
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Zeiten 
| (Greenwich) 


Perioden 


1) 


6|IlTu 


6/7| Tu 


eP | 514 55 

S Jon 21 

M 29 

F 17 

A 7 21 28 
PRi 24 93 
PR: 26,2 

S 81,2 
(SR:2) 39,6 
eL 45 

M 53/4 
Mt | 9 32 

F 

P . |18 56 29 
es |14 6 3 
eSRi 11,0 
eL 21 

M 285/4 

F |16 

eP |14 48 26 

S 49 

M 58 

F 49,6 

P |18 44 26 

S 51 

M 57 

F 45'/2 

P 4.125 12:28 

S 22 49 
(e L) 43 

M 46 

F 1 

0 40 20 
M 38 


195 
Amplituden | Bemerknngen 
À An 
? 0,1 17 000 kg-Pendel. Im Vogtland 
? 0,5 gefühlt. 
FÉNCT 
1 os Herd 8 400 km N-S-lich. 
2 3'/2 
2 3'/s 
14 7 
16 | 17 
100 | 75 
1 2 
0,3| 0,8 
1 4/2 
(2) | (3) 
20 |12 
? — 17 000 kg-Pendel. Im Vogtland 
9 0,15 | gefühlt. 
? 0,2 
? id. 
ê 0,5 
1108 
— — Vertikalseismometer. 
12 1 
3 2 
? — 17 000 kg-Pendel. Im Vogtland 
? 0,1 |gefühlt. 


Datum 


Nov. 7 


rs 
Charakter S 


en 
4 


Iv 


Iv 


Iv 


Iv 


HE Hi = 0 © Phasen 


H = 


He eo 


© 


HET 


HE He 


He Ro 


Zeiten 


| (Greenwich) 


L. Geiger, 


Perioden 


Amplituden 


1°/4 


Bemerkungen 
Ax 
17000 kg-Pendel. Im Vogtland 
0,1 gefühlt. 
0,1 
0,1 id 
0,15 
— id. 
0,15 
0,15 
— id. 
0,1 
1’ 
— 17000 kg-Pendel. Im Vogtland 
0,4 |gefühlt. 
0,4 
6 
4 
1 
— 17000 kg-Pendel. Die Minuten 
0,1 sind zweïfelhaft, weil die End- 
zeiten fehlen. 
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Datum 


Nov. 11 


12 


12 


12 


13 


15 


18 


19 


Ilu 


Iv 


Iv 


Iv 


Iv 


He man 


H Hum He Heu Heuf EE 


17 


Amplituden 


D 0 


0 0 


0 0 


0,8 


D 0 0 


u 
10 


9 
OQD Or © 


S© 
© œ 


_ 


Bemerkungen 


»ReiBen.“ Herd 10500 km. 
Vertikalseismometer. 


17000 kg-Pendel. Im Vogtland 
gefühilt. 


17000 kg-Pendel. Im Vogtland 


gefüblt. 


17000 kg-Pendel. Im Vogtland 
gefühlt. 


L. Geiger, 


re 
© 
O0 


oo 
0 


Zeiten 
(Greenwich) 


Perioden Amplituden Bemerkungen 


Charakter 


h ms 8 u u 
Nov. 20| I eL | 2 40 
M 48 14 0,8 2 
F 8 
»  20| I L 4 36 bis 14 — 0,7 
43 
7 22 T e 0 35 
M 45 18 L'hhe 2% 
F b2 
»  22| Iu | (P) | 7 26 34 6 — — Vertikalseismometer. 
eL 56 
M1 | 7 59 24 5 3'/2 
M: | 8 4 21 2 6 
F 20 
» 22| Iu | (P) |13 O 58 4 1 —_ 
8 10,9 18 3 2/2 
SRi 16,0 17 3':| 3 
eL 0 
M: 45 30 1 16 
M: 50 25 3%2:| 10 
F |15 
»  24| I L |13 O bis 21 0,6 0,2 
12 
» _2b| Iv 12 968, 9 0,5 ? 0,2 | 17000 kg-Pendel. 
F 9 
»  30| I eL |22,0 
Mi 29/2 12 l'h| 3} 
M: 31 12 24] 4 
F |23'h 
Dez. 3| I L |16 1 bis 14 0,b 1'/4 
» 12|Illu| iP | 3 6 57 8 b'h| ? Herd 7400 km. Die N-S-Kom- 
PR: 8 29 8 4 ? ponente ist zum Teil unleserlich. 
PR: 10 38 b b 1 
is 14 53 8 10 5 
iPS 15 29 8 B'l2| 3° 
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En 
Datum | É tige. Poroden Re Pia den Bemerkungen 
= (Greenwich) 
O 
Dez. 12|IIIu| SR 
Fortsetzung 
12| Tu P |19 10 29 8 Dial ? N-S-Komponente ist zum Teil 
S 20,3 24 7 p) unleserlich. 
eSR:1l 26,0 17 2/5] is 
eL 46 
M 57,0 21 9 | (10) 
F |20:: 
18| I i |10 19 42 1 ? 0,1| 17000 kg-Pendel und Vertikal- 
F 24 seismometer. In Tyrol gefühlt. 
18| Hu | P |15 45 41 6 2 2 Herd 5100 km. 
PR: 47 36 6 4 2 
PR: 48 (38 6 5 3'/2 
eS 52,5 17 178016 
eSR:1l 56,5 18 20 | 10 
eL |16 0 
M1 8'/2 14 20 20 
M: 10’/2 15 20 35 
F .|18 
19| Iv e 0 =— ? L 17000 kg-Pendel. In Leipzig 
os 4 b0 0,5 ? 1:/, | gefühlt. 
M 57 0,8 2/4 2/4 
F 7 
221 I eL | 3 26 
M 35'/: 14 3 3 
F 41 
23| I eL |21 28 
M 31'/: 12 1'}: 3 
F 42 


L. Geiger, 


200 
8 a + ; 
Datum Fe à La Perioden Ampliedes Bemerkungen 
E à (Greenwich) 
+ Ag | Ax 
. b ms 8 u u 
Dez. 25| I |:i(P)|21 29 46 (1) — — 17 000 kg-Pendel und Vertikal- 
eL 32 s#- seismometer. 
M 38';2 14 l'h| 4h 
F |22 11 
5 (201 1LEIr) 1P. 1:24 98451 6 2b 80 Messina zerstôrt. 
1S 26 42 10 250 | 150 M nach dem 100 kg-Horizontal-, 
M 29,0 18 ? |2000 |pendel. 
nr 7 4 18 31/2 31/2 
9 
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Mikroseismische Bewegung 1908, 7h Greenwich. 


(Vergl. S. 153.) 


Juni 


ACTES 


Mai 


März 
t [arf ? | 4 


Februar 


TA 


Januar 


Datum 


a mm | 20 c cm CI 
NON EIRE ENS SN SSI Se RISSS TPE TI 
Ds le EE of AS PR OS SES Se 
+ au OU Mio CRT a co 
Sas Ce ea le à LA |I|Ss RME LAN OST NUS 
101000a wWawwsw 10 | | lan eo lion 010100 ral 
Soi GA MA OU 1 0 20 AN | D MAO M 
SOC sssls |SsSSS ss ll Issis SSssa 
HORAS mnwowoio woRokeo cocwaw | | aoi010H #10#104. 
do CU <H <H <h HO Gr HAIG IN MANIRO HAE 
ss |lll See eos sssls SOSnOSOS SOC 
tmimao | | wmæcwowoco wmoast wep wowmer Rowre 
Lo Ho te ON Gt D oo <# 
soSsos anose ss ll NE BE A SE 
LOHIONO NRA HE HR HMOMEO DOSON KL * Dm. 
ss cc) Seat ete HNNS 
10 MDi020(O 10101000 DORDI0 DORRD DRDERR am moto 
mA M HO DO DO Lt ORHMmO MAIMHIO LE DMC 
T4 dd A A ed ed A md QI NN (eN Ke Ket Ke\ ae) 


202 L. Geiger, seismische Registrierungen in Güôttingen im Jahre 1908 etc. 


Mikroseismische Bewegung 1908, 7h Greenwich. 


(Vergl. S. 153.) 


A cm co «oO 20 % O0 Le 10910 Œ EMS mm £ 


5 € S [Sa | Son mOSOS ess s so os Svmim 1 
ob LIL ETS RON RREREe 
© 
à A|"owmocwoo mowmao cover +ewRse wHamœæmAE SA&æRDE À 
= LIRE «© AANM MAO MA MAMMA MO 
Fe < less | on EE A LE lIsess sS-ss ssosss ss 
El "| 
> 
x ml" [ane lion mowmws RRRwowo wwwwow Row, 
LE. nr 1 CS cn M M AIM AI | M 
5 <| Sos ll DORE. le LSSSs sis] 1] 
ES ns => 
& œ 
CR Ho | | | laoio oonwon wc lion oownmeo co10:136010:0 | 
x | Oo 1Q CD EN 20 CU GMIDODM OI | GIM M Cv 
È < See |A So ||l|l|ls Sssss SSISS Saunas 
& + 
— 
a A|"onaswso wwowcwoc,s o | | lin wmeowwco costa wa ac 
> mm IMMO am 
ë < eue] NI beetle OP a ||I|IIS sSssss ss 
Oo  — — ——" — —— —" ———————."——.———————————— 
S 
el crie). |c4 re le l'a éarl a EE | | leo www 0 
PERL mens EE 
> a e\. 
1 Ni VISSh els li, LLIIT 1 
ES  ————_————"—————————…—…——…—"…—…—"—"—…— ———……—"—"—…"…"…"…"…"…"—"—"…"…—  ——"——— 
5 : 
(a Last sel à | | | loco me | io io # æs#o | | ÉRAETeLE ES 
5 | nose oroog Dante SERER AARAR SSARRS 
À 


Bemerkungen zu den Seismogrammen. 
Tafel Il: 


Fig. ra, b, c gibt alle 3 Komponenten des Mexikanischen Be- 
bens von 1907 April 15; die Vertikalkomponente ist auf gleichen 
Zeïtma$stab wie die Horizontalkomponenten reduziert, damit die 
entsprechenden Phasen besser hervortreten. Dieses Beben zeigt 
in bisher noch nie dagewesener Deutlichkeit die reflektierten Vor- 
läufer bis zur 3. Ordnung, insbesondere die Wechselwellen PS. 
Herddistanz 9800 km (vergl. S. 130). 

Fig. n gibt die E-W-Komponente des Karatag-Bebens von 
1907 Oktober 21, bei dem die reflektierten Vorläufer ebenfalls 
sehr deutlich sind. Merkwürdigerweise ist bei dieser Herddistanz 
(4800 km) PR: viel intensiver als P, worauf schon K. Zoeppritz 
aufmerksam gemacht hat (vergl. S. 146). 

Fig. gibt ein Beben des Vogtländischen Schwarmes Ende 
1908, von dem innerhalb einiger Tage rund 100 Beben in Gôttingen 
registriert wurden. Die Geschwindigkeit der Schreibfeder war 
nach S so groB, daB die Spitze getanzt bat. Die Herddistanz ist 
250 km. 

Diese drei Beben kônnen als Musterbeben für grofe, mitt- 
lere und kleine Herddistanzen gelten. 


Tafel IV: 


Fig. 1 gibt die E-W-Komponente des Messina-Bebens von 1908 
Dezember 28 im 1200 kg-Pendel, Fig. 2 die NE-SW-Komponente 
desselben Bebens in dem neuerdings von E. Wiechert konstruierten 
astatischen 200 kg-Pendel. Dieses letztere Pendel war zufällig 
zur Prüfung in der Fabrik von Spindler und Hoyer in Gôttingen 
aufgestellt und hatte deshalb keine Zeitmarkierung. Man sieht, 
da es bei heftigen Beben, wo das 1200 kg-Pendel bereits an die 
Grenzschrauben stôBt, sehr schôn arbeitet (vergl. S. 200). 
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Zur Theorie der Spannungszustände in plastischen 
und sandartigen Medien. 


Von 
Alfred Haar und Theodor v. Kärmän in Gôttingen. . 
Eingereicht von F. Klein. 


In den folgenden Ausführuangen versuchen wir die gemein- 
schaftlichen Grundlagen zweier Sondergebiete der Mechanik 
der Kontinua zu entwickeln, die man als Plastizitäts- 
theorie und Theorie des Erddrucks zu bezeichnen pflegt. 
Diese Theorien hängen in ihrer jetzigen Form ziemlich lose mit 
den übrigen Ausführungen der Mechanik der Kontinua zusammen 
und die Aufstellung der Gleichungen’), die zur Lôsung der — zu- 
meist aus technischen Gresichtspunkten wichtigen — Probleme hin- 
reichen sollen, erfordert eine Anzahl unabhängiger und ziemlich 
willkürlicher Annahmen. Es gelingt nun durch Anwendung eines 
Minimalprinzipes ein vollständiges Gleichungssystem für die 
Gleichgewichtszustände in plastisch deformierbaren und 
sandartigen Massen nur auf Grund der physikalischen Er- 
fahrungstatsachen, durch welche diese Medien sozusagen definiert 
waren, streng abzuleiten. Wir gewinnen dadurch eine Uebersicht 
der verschiedenen Arten von Spannungszuständen, die in den be- 


1) Die Gleichungen der Plastizitätstheorie wurden auf Grund der 
Versuche von Tresca, von B. de St. Venant (Journal de Math. Bd. 16 (1871) 
p. 308) und M. Lévy (ibid. p. 369 und Comptes Rendus Paris. Bd. 70 (1870) 
p. 1323) abgeleitet. Auf den Unterschied zwischen ihren und unseren Ergebnissen 
kommen wir S. 216 zurück. Eine ausfübrliche Theorie der ,pulverulenten“ 
(sandartigen) Medien gab J. Boussinesq. (Mém. couronnés par l’acad. de 
Bruxelles, Bd. 40, 1876). Die diesbez. Theorien von M. Rankine (Phil. Trans. 
1857. p. 9) und M. Lévy (Journal de Math. Bd. 18, (1873) p. 241) beschränken 
sich auf die ,Grenzzustände des Gleichgewichts“. 
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treffenden Medien môglich sind und ein vollständiges System von 
Gleichungen für die Bestimmung derselben. Andererseits sehen 
wir aber die Eigenart unserer Ergebnisse darin, daB wir durch ein 
einziges Variationsprinzip Probleme beherrschen künnen, bei denen 
die Verhältnisse — wie es bei physikalischen Problemen häufig 
der Fall ist — in verschiedenen Bereichen durch ver- 
schiedene Differentialgleichungen reguliert werden. 


SL 
Ueber ein Minimalprinzip der Elastizitätstheorie und die 
Grenzen des elastischen Zustandes. 


Mit Rücksicht auf die folgenden Ausführungen wollen wir 
voräb ein bekanntes Prinzip der Elastizitätstheorie — welches 
oft nach Castigliano benannt wird — für rein elastische, 
isotrope Medien in folgender Form aussprechen: 

Es seien an der Begrenzung eines isotropen elastischen Mediams 
die Spannungen gegeben. Wir betrachten die Energiedichte 
der Verzerrung W ausschlieBlich als Funktion der 6 
SpannungsgrôBen X,, Y,, Z., X,, Y,, Z. Es wird nun der 
wirklich stattfindende Gleichgewichtszustand unter 
allen môüglichen Spannungsverteilungen, die nur den drei 
Gleichgewichtsgleichungen!) 


XX OMEX: 


Ôx 5 Ôy OA 1 : 
oO, oy, oy 
z y nu — 
() ox Ôy és (72 è 
D2ZNes0 7; 0Z, es 


Ox L Ôy Ôz 


und den an der Begrenzung durch die gegebenen 
Spannungen festgelegten Randbedingungen genügen, 
dadurch bestimmt, daf das über das Gesamtgebiet er- 
streckte Integral I = ff WE, 7, 2, X,, X,, Z.) dx dy dz 
ein Minimum wird. 

Um dies zu zeigen, wollen wir die Lagrangeschen Fak- 
toren, die den Nebenbedingungen (1) zugeschrieben werden sollen, 


1) Wir beschränken uns der Einfachheit halber auf den Fall fehlender 
Massenkräfte. 


15* 
1% 
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mit %,v,w bezeichnen. Alsdann erhalten wir durch Variation 


das Gleichungssystem 


PO 

EPL do 

oW 

(2) 0, ôY, 
re o0W 

PE 0 Ze 


Uy +0, 
En w, 


u, +, 
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oW 
ôX, 
oW 
9Y, 


oW 
6Z, 


Bei isotropen, elastischen Medien, die dem Hookeschen Gesetze 
gehorchen, wird 2W folgende quadratische Form der 6 
SpannungsgrüBen 

1 
FE 
wo P und Q als Abkürzung für folgende zwei Orthogonalinvarianten 
der SpannungsgrôBen 

P=X,+},+2 
Q= XF +Z-X,Y,-7Y,2,-2;xX, 
stehen und die Konstante E (Youngscher Modul) mit den Lamé- 


u (82+ Qu) 
1+u 


1 
2W= — P°+—0Q, 
Fu 


schen Konstanten 4 und w durch die Beziehung E — 
zusammenhängt. In diesem Falle sind die GrôBen 


AW 0 0 geo 0 en OH? 
OX. 07 RON mo NE 


gleich den Formänderungskomponenten %,,y,,24,,%,,y,,2, 
und das Gleichungssystem (2) sagt aus, daB diese aus drei Funk- 
tionen w, v, w in bekannter Weise hergeleitet werden kônnen. 
Durch Elimination der Faktoren «, v, w gelangt man zu den 
bekannten drei Kompatibilitätsgleichungen, die mit den 
Gleichgewichtsgleichungen und Randbedingungen zusammen die 
Spannungen eindeutig festlegen. Wir schreiben sie in der fol- 
genden Form: 
Ch EuA RG pus 6 eue 


6x0y \0X,/  ôy* \9X,] " ox' \ O7, 
@ ce CA RC: ee de 
ds NON ON RO AIEUZE 


CD - SCD L CE 
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In dem zweidimensionalen Falle, wo die Gleichgewichts- 
gleichungen durch den Airyschen Ansatz identisch erfüllt werden, 
kann man die Airysche Funktion FX in das Integral I einführen 
und dies liefert wohl die einfachste Ableitung für die Gleichung 
A4F = 0, der die Ainysche Funktion bei isotropen Medien ge- 
nügt, wie es von Herrn Klein gelegentlich eines Vortrages im 
math.-phys. Seminar in Güttingen im W/S. 1908/9 bemerkt wurde. 

Andererseits sei bemerkt, daf man bei Medien, für welche W 
nicht als quadratische Form in den X,..... angenommen werden 
kann, sondern auch Glieder hôherer Ordnung enthält, statt der Ver- 
zerrungsenergie die sog. Ergänzungsarbeit W' zum Minimum 
gemacht werden muf. Diese beiden Funktionen W und W” sind 
durch die Beziehung 


OO OM Ge en OWiee- 0 We OT 
7 done or or 


miteinander verbunden. Als Lagrangesche Differential- 
gleichungen der so bestimmten Variationsaufgabe erhalten wir 
analogerweise die entsprechenden Kompatibilitätsgleichungen. 


Die Erfahrungstatsachen weisen nun eindeutig darauf hin, 
daB der durch die 6 Gleichungen (1) und (3) festgelegte rein 
elastische Zustand — auch annähernd — nur bis zu gewissen 
Grenzen môglich ist. Diese Grenzen bei verschiedenartigen Ma- 
terialien zu bestimmen, gehôrt zu den wichtigsten Fragen der 
experimentellen Festigkeitslehre. Es genügt uns aber all- 
gemein zu sagen, daf — wie fast alle Versuche zeigen — der 
elastische Zustand dadurch beschränkt wird, daf zwischen den 
Spannungskomponenten gewisse Ungleichungen be- 
stehen müssen. So haben die Versuche mit sog. plastisch 
deformierbaren Kôürpern als für diese Medien kennzeichnend 
festgestellt, daf sie nur so lange in dem rein elastischen Defor- 
mationszustande beharren künnen, bis die grôBte Schub- 
spannung einen festen, dem Stoffe charakteristischen Wert er- 
reicht; bei sandartigen Massen hat man die Grenze dadurch 
bestimmt, daB die Richtung der resultierenden Span- 
nung in Bezug auf jedes Flächenelement innerbalb eines 
bestimmten Kegels, des sog. ,Reibungskegels“ liegt, dessen 
Axe mit der Normale des Flächenelements zusammenfällt. Welche 
Vorstellungen man sich aber auch auf Grund der physikalischen 
Versuche über die ,Elastizitätsgrenze“ bilden mag, jeden- 
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falls müssen diese Bedingungen bei isotropen Materialien durch 
eine Anzahl von Ungleichungen zwischen den orthogo- 
nalen Invarianten der SpannungsgrôBen ausgedrückt 
werden kônnen. 

Die wichtigste Frage, die uns hier entgegentritt und die den 
Hauptgegenstand unserer Ausführungen bildet, ist die, wie der 
Gleichgewichtszustand bestimmt wird, falls die Gleichungssysteme 
(1) und (3) keine Lôsung zulassen, die den für das 
gerade vorliegende Material physikalisch gegebenen 
Ungleichungen im ganzen Gebiete genügt? 


8 2. 
Mathematische Hülfssätze. 


Diese und ähnliche Probleme der mathematischen Physik 
fübren auf Aufgaben der Variationsrechnung ‘), die wir im ein- 
fachsten Falle etwa folgendermafien formulieren kônnen. 

Unter allen Funktioneu U (x,y,z), die auf dem Rande eines 
Gebietes G gegebene Randbedingungen befriedigen und auBerdem 
innerhalb des Gebietes überall eine gegebene Diffe- 
rentialungleichung — die wir der Einfachheit Late von 
der ersten Ordnung annehmen — 

oU oU oU 
en EPANTE ie L 


erfüllen, bestimme man diejenige, die das Integral 
OUL JUS OU 
J= DU Sn y ae) dd dr 


zum Minimum René 

Es kommt vor allem darauf an, die notwendigen Bedingungen 
unseres Problems abzuleiten, die die Lagrangeschen Gleichungen 
einer gewôhnlichen Variationsaufgabe ersetzen. Sie werden durch 
folgenden Satz geliefert: 

Sei U (x, y,z+) die gesuchte Funktion: ist dann in einem Teil- 
gebiete g von & 

F\U, — 


(& 0x" y? 0z 


so muB überall in g die Variation von J verschwinden, d. h. U 


(v oÙ oÙ CARE 2 à @>0) 


1) Man vergleiche die interessanten Ausführungen von E. Zermelo (Jahres- 
bericht der Math. Vereinigung, Bd. 11), wo verschiedene geometrischen Aufgaben 
dieser Art behandelt werden. 
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befriedigt daselbst die Lagrangesche Gleichung 
des gewôhnlichen Variationsproblems, welches 
entsteht, wenn wir von der Nebenbedingung ab- 
sehen, d. h. die Gleichung: 


_ à / df of of of 
Le ait)" à au su)*æ | NT TU 
d Ô ô 
Ôx Ôy Ôz 


In der Tat, wenn in dem Gebiete g die Ungleichung (4) befriedigt 
ist, so kônnen wir eine positive GrôBe n so bestimmen, daB die 
Ungleichung 


_ O(U+eV O(U+sV) O(U+eP) 
F(U+ ep, Mendes ledoyon =) so 

für jedes hinreichend kleine positive oder negative s erhalten bleibt, 
wenn V eine in g definierte Funktion bedeutet, die so beschaffen 
ist, daf sie nebst ihren ersten Ableitungen in dem ganzen 
Gebiete g dem Betrage nach kleiner als 7 ausfällt. 
Wir wählen die Funktion V insbesondere so, daB sie nebst ihren 
ersten Differentialquotienten auf dem Rande des Gebietes g ver- 
schwindet und bilden sodann mit der überall stetig differenzier- 
baren Funktion U(:) — die innerhalb g gleich U+eV ist, 
auBerhalb von g mit Ü übereinstimmt — das Integral 


2 Q = Sffive , 250, 270, En Le dy de. 


Wir schreiben 


J(E) = LT D, + CIE , SD) dr dy de 


+SSSr(U+er, REA , +.) de dy de 
(9) 
Bedeutet U die Lüsung unserer Variationsaufgabe, so mu für 
hinreichend kleine, sowohl positive als negative & J(e) = J(0) 
sein, woraus man unmittelbar schlieBt, daf die Variation des an 
zweiter Stelle geschriebenen Integrals verschwinden muf — d.h. 
daB U in dem Gebiete g die Differentialgleichung (6) befriedigt. 
Die Lôsung unseres Variationsproblems setzt sich 
daher aus Lôsungen der beiden Differentialglei- 
chungen L—0 und F = 0 zusammen, d.h. sie befriedigt 
in jedem Punkte von G& die eine dieser beiden Diffe- 
rentialgleichungen. 


15%=%* 
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Aehnliche Ueberlegung gestatten auch die Behandlung allge- 
meinerer Variationsprobleme mit mehreren unbekannten Funktionen 
und mehreren Ungleichungen als Nebenbedingungen. Wir wollen 
als charakteristisches Beispiel den nächsteinfachsten Fall zweier 
unbekannten Funktionen und zweier Ungleichungen anführen: 

Unter allen Funktionspaaren U,(x, y,2), U,(x, y, 2), die 
die beiden Differentialungleichungen 


ôU, LA 
F(U, pet U,, ox ,)£0, 
oU, oU, 
FA (Sen PE Er 


befriedigen, bestimme man dasjenige, welches das 
Integral 


OU ME OU, 
EE LL 


zum Minimum macht. 

Die entsprechenden notwendigen Bedingungen werden durch 
folgenden Satz geliefert: 

Sind U , U, die gesuchten Funktionen, so gelten 

a) in allen Gebieten, wo die beiden mit diesen Funktionen 
gebildeten Ungleichungen 


_ SOU RO: 
F; TS FT, ru 29 ms )<0 
= — D: — MOU. 
F, = F(T, Se, D, Sec) < 0 


(mit _Ausschluf des Gleichungszeichens) befriedigt sind, für 
U,, U, die Lagrangeschen Gleichungen des gewôhn- 
lichen Variationsproblems ohne jede Nebenbedingung. 


b) «) In allen Gebieten, wo 


ist, befriedigt unser Lôsungssystem die Lagrangesche Glei- 
chung des folgenden gewôhnlichenVariationsproblems: 
Es ist 


3 = fffr(v, RUE nr US EN ++.) de dy de 


zum Minimum zu machen mit der Nebenbedingung 


14* 
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ou, oU, v 
(D ee, Ur ire) = 0. 
B) In allen Gebieten, wo 
EAN 
F,=0 


ist, befriedigen U,, U, die Lagrangeschen Gleichungen des 
entsprechenden Variationsproblems, wo nun F, = 0 als Neben- 
bedingung zu betrachten ist. , 

Mit anderen Worten: man hat für diese Gebiete je ein 
Variationsproblem zu lôsen, in dem die eine der Un- 
gleichungen in die entsprechende Gleichung ausartet 
und diese und nur diese allein als Nebenbedingung be- 
rücksichtigt wird. 

Schlieflich bleiben Gebiete, in welchen beide Ungleichungen 
in die entsprechenden Gleichungen ausarten, mit anderen Worten: 
das Lôsungssystem befriedigt in jedem Punkte entweder eines 
der bisher abgeleiteten Gleichungssysteme oder aber 

c) die beiden Gleichungen 


F, = 0, 


Man beweist diesen Satz durch vollständig analoge Ueber- 
legungen, die zum Beweis des vorangehenden eïinfachen Satzes 
führten und man sieht auch unmittelbar, wie der Satz für den 
Fall mehrerer Unbekannten und Ungleichungen zu verallgemeinern 
wäre!), 4 

Wie wir schon darauf hingewiesen haben, finden wir diese an 
und für sich einfachen Ueberlegungen deshalb beachtenswert, weil 
sie die Zusammenfassung gewisser physikalischer Pro- 
bleme in ein einziges Variationsprinzip ermôglichen, 
bei welchen in verschiedenen Bereichen verschiedene 
Differentialgleichungen mafgebend sind. Insbesondere 
finden sie in den folgenden Zeilen eine unmittelbare Anwen- 
dung auf zwei physikalische Probleme. 


1) Zur besonderen Veranschaulichung des obigen Satzes diene folgende 
einfache Aufgabe: man suche jene kürzeste Verbindung zweier Punkte, die ganz 
auBerhalb zweier sich schneidender Kugeln liegt. Man erkennt leicht, daB diese 
nur aus geraden Linien, Hauptkreisen der Kugeln und Teilen der gemeinsamen 
Schnittkurve dieser letzteren bestehen kann. 
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8 8. 
Anwendung auf die Theorie der plastischen Medien. 


Unter dem Begriffe ,Plastizität“ wollen wir folgende zwei 
physikalischen Eigenschaften zusammenfassen, welche für gewisse 
Materialien wenigstens annähernd zutreffen. 

Erstens betrachten wir als charakteristisches Merkmal der 
plastischen Medien, daf sie ihre Isotropie bei bleibenden Form- 
änderungen nicht verlieren. Wir nehmen im Zusammenhang damit 
an, daf die Abhängigkeit der Verzerrungsenergie von den Spannungs- 
grôBen auch durch dauernde Formänderungen nicht modifiziert wird. 
Somit gewinnen wir die Grundlage zur Anwendung unseres Minimal- 
prinzipes sowohl für rein elastische, als für plastisch deformierte 
Bereiche des Kôrpers, falls wir nur die im $ 1 erwähnten Un- 
gleichungen gebührend berücksichtigen. 

Das zweite Merkmal der plastischen Medien liefern diese 
Ungleichungen selbst. Wir erwähnten bereits, daB die Grenze des 
elastischen Zustandes dadurch bestimmt wird, daB die grôBte 
Schubspannung einen festen Wert X nicht über- 
schreiten kann. Wir verstehen nun unter plastischen Medien 
solche Stoffe, bei denen dieser obere Grenzwert der Schubspannung 
auch bei dauernden Formänderungen konstant bleibt. Bei den 
meisten Stoffen, besonders Metallen, die man in praxi als plastisch 
zu bezeichnen pflegt, wird die Elastizitätsgrenze durch die bleïben- 
den Formänderungen etwas erhôht, so daB unser Ansatz nur eine 
Annäherung an die Wirklichkeit bildet. Dieser Ansatz läuft nun 
darauf hinaus, daB keine der drei aus den drei Hauptspannungen 
A,, À,, À, gebildeten Differenzen dem absoluten Betrage nach 
grôBer als die Konstante 2X ausfällt. Die Hauptspan- 
nungen erhält man in den Spannungskomponenten ausgedrückt als 
Wurzeln der kubischen Gleichung 


|X-A X, X, 


(5) F, 4 T, 0 
7 Z, Z 24 | 


Die drei Ungleichungen kann man geeigneter Weise so um- 
gestalten, daB man die kubische Gleichung für die Werte 


(4, _ A), (4, "F A), (43 Ex 4) 


bildet und fordert, daB alle drei Wurzeln dieser Gleichung kleiner 
oder hôchstens gleich 4X° seien. Diese Gleichung lautet 


z(c— P+38Q)ÿ-4 = 0, 


| 
| 
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wo P und Q die im $ 1 erwähnten Invarianten, 4 die Diskrimi- 
nante der kubischen Gleichung (5) bezeichnet. 

Somit haben wir folgendes Variationsproblem: 

Unter allen Funktionensystemen X,, Y,, Z,, X,, Y,, Z,, die 
den drei Gleichgewichtsgleichungen (1) und den Un- 
gleichungen 

CORTE 
(4, En A) ss 4K”, 
(AA) £4E 


und die an der Begrenzung gewissen durch die dort gegebenen 
Spannungen gelieferten Randbedingungen genügen, wird das- 
jenige System den tatsächlich stattfindenden Gleich- 
gewichtszustand ergeben, welches das Integral 


[IWC Y,, 2, X,, Y,, Z.) dx dy de 


zum Minimum macht. 

GemäB den Hülfssätzen des $ 2 kônnen wir über die Lüsung 
des Problems folgendes aussagen : 

a) Ist das Lôsungssystem in einem Teilbereiche À des Gesamt- 
gebietes so beschaffen, da8 keine der GrôüBen (4, — 4,), (4, — 4.) 
(4,— À) -ïihre zulässige Grenze erreicht, so befriedigen die Funk- 
tionen X,,..., Z, daselbst die Lagrangeschen Gleichungen des 
Variationsproblems ohne Ungleichungen. Wie im$ 1 
gezeigt wurde, sind die Lagrangeschen Gleichungen dieser Varia- 
tionsaufgabe die drei Kompatibilitätsgleichungen der 
gewôhnlichen Elastizitätstheorie und diese bestimmen 
mit den drei Gleichgewichtsgleichungen die 6 unbekannten Funk- 
tionen. Das Gebiet À sei daher als der rein elastische Teil 
des Kôürpers bezeichnet. 

b) Betrachten wir nun einen Teilbereich B, wo in jedem 
Punkte eine der genannten Grüfen, etwa (4, — 4.) gleich 4X* 
ist, die anderen jedoch kleiner ausfallen. Unser Lehr- 
satz des $ 2 lehrt, daB in einem solchen Bereiche die Lagrange- 
schen Differentialgleichungen des Variationsproblems erfüllt sind, 
bei welchem auBer den drei Gleichgewichtsgleichungen 
noch die Gleichung 


(4,— 4) -4K? = 0 
oder — was damit gleichbedeutend ist — die Gleichung 


D = 4K'(4K"-P+3Q) —-4 = 0 
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als Nebenbedingung zu berücksichtigen ist, die beiden 
anderen Ungleichungen jedoch auBer Acht gelassen werden. 

Bezeichnen wir mit t(x,y,:) den Lagrangeschen Faktor dieser 
letzten Nebenbedingung, so erhalten wir — wenn wir die La- 
grangeschen Faktoren der Gleichgewichtsgleichungen analog wie 
bei der Ableitung der Kompatibilitätsgleichungen der Elastizitäts- 
theorie eliminieren — folgendes Gleichungssystem : 


0° (ee) bre 0° (OS) 0° (EE) 


0x 0y ôX, y ox: ox Oo, 
6) 0° (EE) Date 6 (ŒXE 0° (D) 
sa cr — 67 | 67, a | oZ 
0? (eo 10) © (OP) 0° (9) 
0z0x 0Z, ” Ôx 0Z, 0° 0X, 


Dieses System liefert mit den drei Gleichgewichtsgleichungen 
and der Gleichang ® — 0 zusammen ein bestimmtes Glei- 
chungssystem für die 6 Spannungskomponenten und für die 
Funktion +. 

Ein durch diese Gleichungen regulierter Spannungszustand, den 
wir später noch näher charakterisieren wollen, sei als ,halb- 
plastisch“ bezeichnet !). 

c) Sind schlieflich in einem Bereiche C zwei der Unglei- 
chungen in die entsprechenden Gleichungen ausgeartet, etwa 


7 (4,— A) = 4K}, 
) (4 = 24) + vi 


so folgt daraus unmittelbar, da 4, — 4, sein muf, d. h. daf das 
sog. ,Spannungsellipsoid“ in jedem Punkte von C eine 
Rotationsfläche ist. Da dies zwei reelle Bedingungen 
für die Koeffizienten der Gleichung (6), d. h. für die Spannungs- 
komponenten liefert, so erhalten wir mit einer der Gleichungen (7) 
und den drei Gleichgewichtsbedingungen zusammen wieder ein 
System von sechs Differentialgleichungen für die sechs Spannungs- 
grôBen. Diesen Zustand wollen wir ,vollplastisch“ nennen; 
es sei bemerkt, daB die Gleichungen, die diesen extremen Zu- 


1) Man beachte, daB die Gleichungen (6) — die die Kompatibilitätsgleichungen 
der Elastizitätstheorie ersetzen — für r — O in die Gleichungen (3) S. 3 über- 
gehen, so daB man ein gemeinschaftliches Gleichungssystem der 
elastischen und halbplastischen Spannungszustände erhält, wenn man zu den 
3 Gleichgewichtsgleichungen und den Gleichungen (6) die Gleichung 79 = 0 
hinzufügt. 


lee D à if «2 
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stand regulieren, vom Energieansatz und daher von den 
ursprünglichen elastischen Konstanten des Stoffes 
unabhängig sind. 

Bei der plastischen Deformation eines ursprünglich rein elasti- 
schen Kôrpers kôünnen wir daher im allgemeinen drei verschie- 
dene Bereiche unterscheiden, in denen je verschiedene Arten 
von Spannungsverteilungen auftreten. Die Grenzen der Bereiche 
werden lediglich durch den stetigen Uebergang der Spannungen 
gegeben. 

Wir wollen noch kurz auf den ,halbplastischen“ Zustand 
zurückkommen. Für einen solchen Bereich haben wir das Variations- 
problem 


SISW(R, .…. 2) dx dyde = Min. 
mit den Nebenbedingungen 
MO A OX EUX, 


ox 0y 02 0; 
CHU LD AE 
dœæ Ÿ 0y ot Ea: 
NE O7 071. 
x MSN" nl 4 
and 
4K*'(4K°—P+38Q)ÿ—-4 = 0 


zum Minimum zu machen. Bezeichnen wir die Lagrangeschen Fak- 
toren der Gleichgewichtsgleichungen ähnlich wie in $ 1 mit w, v,w, so 
kôünnen wir diese als drei zusätzliche Unbekannte be- 
trachten und die Lüsung dadurch charakterisieren, da wir die 
Beziehungen zwischen w, v, w und den X,, Ÿ,,...Z, angeben. Wir 
haben in $ 1 gesehen, daB beim elastischen Problem «, v, w, als 
die elastischen Verschiebungen gedeutet werden konnten; 
ähnlich kôünnen wir sagen, daB wir den halbplastischen Zustand 
uns vorstellen künnen, als entstanden durch Verschiebungen, welche 
jenen drei Lagrangeschen Faktoren ,v,w gleich sind und welche 
wegen der oben abgeleiteten Bedingungen mit den Spannungen 
folgendermañen zusammenhängen : 

Wir bilden die den Verschiebungen “, v, w, entsprechenden 


DeformationsgrüBen 
Re 
0x’ 0y' 0e’ \Oy Ox]' \dz dy] \ôx de 

und bezeichnen die Hauptdeformationen, d.h. die Wurzeln 


der kubischen Gleichung 
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Ou Ou . Ov Ow . Ou 
den rss): es + ) 


Ou  Ov\ Ov Ov , Ow 
Cros emo La ee D TE 


Ow , Ou 0v , O0w\ O0w 
Getole (ah ane, 


mit À,,4,,4, Alsdann kônnen wir folgendes aussagen : 


DE 4, À , fallen gerade s0, wie bei dem elastischen Spannungs- 
zustande, in die Richtungen der drei Hauptspannungen 4, 4,, A,. 


2) Sind etwa 4, und 4, die zwei extremen Hauptspannungen 
deren Differenz + tn beträgt, so hängen der Mittelwert dieser 
beiden Spannungen AS und die dritte (mittlere) Hauptspan- 


À1,+1 


nung À, mit den GrüBen Fo ———= bezw. 1, durch dieselbe Rela- 


tionen zusammen, wie die rein elastischen Deformations- 
grôBen und Spannungen. Es gelten also die Relationen 


EM 1 4, + 4, 
ri g+a+4)- (4 + T4) 


1 1 
2, 75 Ai ve À, e A;) ne sé + As). 


Aus diesen Relationen folgt, daf der den Verschiebungen 

u, v, w entsprechenden Dilatation 

Ou , dv  Ow 

She a = À +1, 
die GrôBenordnung der elastischen Dilatationen zukommt. Da- 
gegen betrachten St. Venant und M. Lévy in ihren Ableitungen 
der Gleichungen der ,,Plasticodynamique“!) die plastischen Medien 
als inkompressibel — eine Annäherung, welche augenschein- 
lich nur dann zulässig ist, falls die plastischen Wege sehr 
gro gegen die elastischen Verschiebungenausfallen. 
Dies wird aber gerade in den meist interessanten Fällen, wo 
elastische und plastische Bereiche gleichzeitig neben einander auf- 
treten, kaum der Fall sein. Wir glauben durch unsere Gleichungen 
der Wirklichkeit gerade in diesen Fällen näher zu kommen. 


1) Vgl. B. de St. Venant, Comptes Rendus Bd. 70, 72, 74 (1870—1872) 
Journal de Math., Bd. 16 (1871) p. 473. M. Lévy, Comptes Rendus, Bd. 70 (1870) 
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8 4. 


Die Problemstellungen der Erddruckstheorie. 

Durch dieselbe Methode, die wir an dem Beispiele der 
Plastizitätstheorie dargelegt haben, kônnte man auch zu 
einer systematischen Behandlung der Spannungszustände in sand- 
artigen Massen gelangen. Diese Medien werden — wie bereits 
erwähnt — physikalisch dadurch charakterisiert, da8 die Rich- 
tung der Spannung in Bezug auf jedes Flächenelement nicht 
auferhalb eines Reibungskegels (von vorgegebener Winkel- 
ôffnung) fallen kann; mathematisch läuft diese Bedingung wieder 
auf ein System von Ungleichungen hinaus, die besagen, daf das 
Verhältnis zweier beliebiger Hauptspannungen zwischen zwei 


bestimmten positiven Grenzwerten X und 2 liegt. Bezeichnen wir 
die Hauptspannungen wiederum mit 4,, 4,, 4, so gilt 
A 1 
I L' es 
«À 4, = K + K° 
A L 
. = K + K' 


s , À; 1 
sh < BE <K+. 

Durch diese Ungleichungen wird der rein elastische Zustand 
in einer sandartigen Masse umgrenzt. Im Gegensatz zur Pla- 
stizitätstheorie beschränken sich aber unsere sicheren Kenntnisse 
gerade nur auf die Grenzen des elastischen Zustandes ohne über 
die GesetzmäBigkeiten der elastischen Formänderungen selbst Auf- 
schluf zu geben’'). Es fehlt namentlich ein sicherer Ansatz 
für die Verzerrungsenergie. Bei Kenntnis eines solchen 
Ansatzes würden unsere Ausführungen ohne Schwierigkeit auf 
dieses Gebiet übertragen werden kônnen und zuganzbestimmten 
Gleichangssystemen für die drei Arten der môglichen 
Spannungszustände führen. Nun sind aber die Gleichungen 
für den extremen Fall, falls zwei Ungleichungen in Gleichungen 
ausarten, vollständig unabhängig vom Ansatze für die 
Verzerrungsenergie und 80 erhalten wir für diesen Spannungs- 
zustand auch bei sandartigen Massen ein vollständig 
bestimmtes System von 6 Differentialgleichungen 
für die 6 unbekannten SpannungsgrôBen. Wir haben 


1) Vgl. F. Kôtter, Jahresbericht der Math. Vereinigung, Bd. 2 (1898). 
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wieder ein Rotationsellipsoid als Spannungsellipsoid in jedem 
Punkte und das Verhältnis der zwei gleichen Hauptspan- 
nungen zu der dritten wird durch die Konstante X 


bezw. È bestimmt. Es sei bemerkt, daB diese Resultate mit 


den Annahmen, die in der technischen Literatur z. B. bei Behand- 
lung der Grenzzustände eines gestützten Erdreiches zumeist ge- 
stellt werden, vollständig übereinstimmen. 

Die Theorie des Erddrucks liefert aber noch eine andere Art 
von Problemstellungen. Bei den bisherigen Ausführungen be- 
schränkten wir uns auf den Fall an der Begrenzung gege- 
benen Spannungen; die technisch wichtigen Fragen der Erd- 
drucktheorie fordern aber gerade die Bestimmung der an der 
Begrenzung anzubringenden Kräfte, bei welchen 
ein Gleichgewicht noch stattfinden kann’). Diese Pro- 
bleme — z.B. die Frage des sog. aktiven und passiven Erd- 
druckes — führen auf Variationsprobleme mit variablen 
Randbedingungen. 

Auf diese Fragen kommen wir demnächst zurück. 


1) Vgl. dazu F. Kôtter 1 c. 


Ein Verfahren zur Bestimmung der Inklination 
vermittelst des Induktionsinklinatoriums. 


Von 
Oswald Venske. 
Mit 2 Figuren im Text. 


Vorgelegt von Herrn E. Wiechert in der Sitzung vom 8. Mai 1909. 


Handelte es sich um die Bestimmung der erdmagnetischen In- 
klination mit einer Genauigkeit, für welche das Nadelinklinatorium 
nicht mehr ausreichte, so standen bis vor wenigen Jahren nur 
umständliche und schwierige Verfahrungsweisen zu Gebote. Man 
mufte entweder mit dem Erdinduktor bei zwei Stellungen der 
Drehungsaxe der Spule beobachten, welche nach K. Schering !) 
nur wenig von der Inklinationsrichtung abweichen durften, während 
nach H. Wild?) die eine zu der Vertikalen parallel und die andere 
um das doppelte Komplement der Inklination gegen dieselbe ge- 
neigt sein konnte, oder man mufte von dem Differentialinduktor 
Gebrauch machen, den L. Weber) angegeben hat. Im ersteren 
Falle wurde die Messung durch das Erfordernis eines empfindlichen 
Galvanometers von besonderen, genau festgestellten Eigenschaften, 
im zweiten Falle durch das eines genau abgeglichenen Widerstands- 
satzes kompliziert. Weder in dem einen, noch in dem anderen 
Falle war es môüglich den notwendigen Apparaten eine solche Ge- 
stalt zu verleihen, da sie eine einfache und bequeme Handhabung 


1) K. Schering, Gôtt. Nachr. 1882, pg. 345—392. 

2) H. Wild, Mém. Ac. St. Pét. XXXVIII, 1890, No. 3. Um der Einheitlich- 
keit der Benennung willen empfehlt es sich, das in dieser Abhandlung beschriebene 
Instrument in Ansehung seiner Verwandtschaft mit dem ursprünglichen W. Weber- 
schen als Erdinduktor zu bezeichnen. 

3) L. Weber, Berl. Ber. 1885, pg. 1105—1118. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1909. Heft 2. 16 
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ermôglicht hätten. Der hierin begründete Übelstand wurde im 
Wesentlichen beseitigt, als es H. Wild’) auf Grund eines von E. 
Mascart?) ausgesprochenen Gedankens vor etwa anderthalb Jabr- 
zehnten gelang, ein handliches Induktionsinklinatorium zu kon- 
struieren, welches vermôge der Anwendung eines Kommutators 
die Inklination bei kontinuierlicher Drehung der Induktorspule zu 
bestimmen gestattete. Das neue Instrument zeichnete sich den 
bis dahin bekannten Formen des Erdinduktors gegenüber durch 
seine kleinen Dimensionen, die leichte Handhabung und die ge- 
ringen Ansprüche aus, welche es an das als Hülfsapparat zu be- 
nutzende Galvanometer stellte. 

Die Vorzüge des H. Wild’schen Induktionsinklinatoriums sind 
überall anerkannt, wo mit demselben beobachtet worden ist. Sie 
bewirkten, daB es in kurzer Zeit weite Verbreitung fand. Dies war 
besonders in der Ausführang der Fall, die ihm nach M. Eschenhagen 
erteilt wird. Es scheint jedoch nicht bemerkt worden zu sein, 
daf das Verfahren der Beobachtung, welches der Erfinder angiebt 
und welches unbeanstandet geblieben ist, nicht ausreicht, um die 
Leistungsfähigkeit dieses Instrumentes voll auszunutzen. Die Un- 
zulänglichkeit dieses Verfahrens hat ihren Grund darin, daB der 
Ausschlag des Galvanometers nicht wie bei dem Erdinduktor ein 
eindeutiges Kriterium für die Lage der Drehungsaxe der Spule 
zu der Inklinationsrichtung darbietet. Vielmehr machen sich 
komplizierende Einflüsse geltend, welche dazu nôtigen, verschiedene 
geeignet anzuordnende Eiïnstellangen mit einander zu kombinieren. 
Welcher Art diese Einstellungen sein müssen, ergiebt sich aus der 
Theorie, die ich im Folgenden entwickele. 

Als Vorbereitung zu dieser Entwickelung ist es zweckmäfig, 
kurz auf die Konstruktion des H. Wild’schen Induktionsinklina- 
toriums einzugehen. Eine Vorstellung desselben gewinnt man auf 
folgende Weise. Man denke sich einen ringfôrmigen Rahmen aus 
Metall von etwa 8 cm innerem Durchmesser, welcher in zwei 
neben einander liegenden Abteilangen etwa 1000 Windungen dünnen 
Kupferdrahtes trägt und an zwei einander diametral gegenüber- 
liegenden Stellen mit konischen Ansätzen aus Messing versehen 
ist. Diese Ansätze ruhen in zwei verstellbaren konischen Lagern, 
die sich an den Enden eines Durchmessers eines Messingringes 
von 15 cm innerer Weite befinden, welcher Inklinationsring heifen 
môge. Der Inklinationsring besitzt in 90° Entfernung von diesem 


1) H. Wild, Meteorol. Zeitschr. 12. 1895, pg. 41—45. 
2) E. Mascart, Compt. rend. XCVIII, 1883, pg. 1191. 
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Durchmesser zwei horizontale zylindrische Zapfen. Letztere sind 
in zwei entsprechenden Bohrungen zweier niedriger Messingständer 
gelagert, welche sich auf einem in einem horizontalen geteilten 
Kreise drehbaren Alhidadenringe erheben. Seitlich trägt der In- 
klinationsring einen vermittelst zweier Mikroskope ablesbaren 
Hôhenkreis, sodaf die Môglichkeit vorliegt, die Richtang der 
Drehungsaxe der Spule wie die der optischen Axe des Fernrohres 
eines Theodoliten nach Hôühe und Azimut zu bestimmen. Die Ge- 
nauigkeit dieser Bestimmung beträgt in der Hôhe 0’.1, im Azimut 5. 
Der obere Ansatz des Spulenrabmens läft sich vermôüge einer 
axialen Durchbohrung seines Lagers mit einer biegsamen Welle 
verbinden, der untere Ansatz desselben trägt einen Kommutator, 
an welchem die Drahtwindungen der Spule endigen. Zur Strom- 
abnahme schleifen auf dem letzteren zwei Bürsten, die unter 
Zwischenschaltung von Ebonitstücken an dem Inklinationsringe 
befestigt sind. Zum Zwecke einer Messung orientiert man nach 
H. Wild die Drehungsaxe der Spule mit Hilfe einer KompaBnadel 
in den magnetischen Meridian, verbindet die stromabnehmenden 
Bürsten mit einem Galvanometer von mittlerer Empfindlichkeit, 
setzt die Spule mit Hilfe eines auf die anzuschliefende biegsame 
Welle wirkenden Kurbelgetriebes in Rotation und bestimmt die 
Neigung der Drehungsaxe gegen den Horizont, bei welcher der 
durch Induktion des Erdfeldes in der Spule entstehende Strom 
verschwindet. Diese Neigung wird dann als die der erdmagneti- 
schen Kraft angesehen. 

Betrachtet man diese Methode der Inklinationsbestimmung 
kritisch, so wird zunächst ein Zweifel daran auftauchen, ob auch 
die Spule genügend sicher gelagert werden kann. Dieser Zweifel 
erscheint um so mehr berechtigt, als die das Gewicht derselben 
von etwa 1 kg aufnehmenden konischen Lager eine Axenhôhe von 
nur 0.5 cm besitzen. Indessen habe ich mich durch besondere 
Versuche davon überzeugt, daB dieser Zweiïfel unbegründet ist. 
Als ich mit einem von G. Schulze in Potsdam gebauten H. Wild- 
schen Induktionsinklinatorium Messungen der Inklination bei Be- 
lastung der Drehungsaxe in der Nähe des unteren oder des oberen 
Endes mit Zug- oder Druckkräften bis zu 500 gr ausführte, welche 
seitlich in der Ebene des magnetischen Meridianes wirkten, fand 
ich Unterschiede in der Inklination, welche noch nicht 0'.05 
betrugen und damit in die Grenzen der Genauigkeit der Messungen 
fielen. Eine genügend sichere Lagerung der Spule ist also ge- 
währleistet, soda ich auf diesen Punkt nicht weiter einzugehen 
brauche. 


15 16* 
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Nicht so verhält es sich hinsichtlich eines anderen Einflusses. 
Es entsteht nämlich bei der Rotation an dem Kommutator eine 
thermoelektrische Kraft. Wie dieselbe bei der Messung der In- 
klination zu berücksichtigen ist, wird die folgende Theorie lehren. 
Sie wird gleichzeitig ein Mittel an die Hand geben, um den Ein- 
fluf einer ungenauen Orientierung der Drehungsaxe der Spule, 
welcher im vorliegenden Falle durch ein Glied von der ersten 
Ordnung dargestellt wird, der Bestimmung zugänglich zu machen. 


In Fig. 1 bedeuten S die Spule, R den Inklinationsring, C den 
Kommutator und FF, die Schleifbürsten des Induktors. NN’ be- 


zeichnet eine durch die Drehungsaxe der Spule S gelegte Ebene 
von solcher Beschaffenheit, daB ein zu derselben parallel gerichte- 
tes magnetisches Kraftfeld in letzterer bei der Drehung keine 
elektromotorische in dem äuBeren Stromkreise wirksame Integral- 
kraft erzeugt. Die Lage dieser Ebene, welche wesentlich von der 
Stellung des Kommutators zu den Windungen der Spule abhängt, 
wird durch den Winkel y bestimmt, um den sie gegen die Mittel- 
ebene MM" des Inklinationsringes R geneigt ist. Man denke sich 
die Projektion der erdmagnetischen Gesamtkraft T auf eine Ebene, 
welche senkrecht zur Drehungsaxe der Spule steht, in zwei Kom- 
ponenten zerlegt, von denen die eine senkrecht, die andere paralle 1 
zur Ebene NN’ gerichtet ist. Die erstere Komponente heife 7, 
die letztere T. Bezeichnet f, die Windungsfläche der Spule S, 
so ist die in den Drahtwindungen derselben bei jeder halben Um- 


OL 
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drehung von der Komponente 7, erzeugte elektromotorische Inte- 
gralkraft gleich 


2Ff,T,. 


Beträgt die Zahl der Umdrehungen pro sec » (positiv ge- 
rechnet in der Richtung von 7, nach T,), so ist folglich die von 
der Komponente T, herrührende wirksame elektromotorische Kraft e, 


(1) ex = 4vfs Tr. 


Die Komponente 7, erzeugt in der Spule S keine wirksame 
elektromotorische Kraft, ruft aber in dem Rahmen derselben einen 
sinusfürmigen Wechselstrom i, hervor. Beträgt der Widerstand 
des Stromes 1, bei Messung der elektromotorischen Kraft in einem 
mittleren Stromfaden, welcher die Fläche f, umschlieBt, w, so ist 
die Amplitude des Stromes i, 


dy DAX — 


2xvf,T, 
ER 

Der Strom i, induziert in den Windungen der Spule S die 
wirksame elektromotorische Kraft e,. Ist II der hierbei in Betracht 
kommende Koeffizient der gegenseitigen Induktion, so ist 


8xr°f,lIT, 
w 


(2) e, = 4Vi mx Il = 


Die Kraft e, stellt die gesamte elektromotorische Einwirkung 
des Rahmens auf die Windungen der Spule S dar. Da die Kraft 
der Selbstinduktion aufer Acht bleiben kann, so ergiebt sich die 
ganze in der letzteren bei der Drehung entstehende wirksame 
elektromotorische Kraft e, indem man die Anteile 1) und 2) addiert 
and ein Glied ec, zur Berücksichtigung des sich geltend machenden 
thermoelektrischen Einflusses hinzufügt. Es hat sich gezeigt, 
daB e; wesentlich unabhängig von » ist. Man erhält 


8xv'f IT, 
w 


Die Kraftkomponenten 7, und 7, lassen sich durch die 
erdmagnetische Gesamtkraft 7, die Neigung y und die Winkel 
ausdrücken, welche die Richtung der Drehungsaxe der Spule S 
bestimmen. Fig.2 stellt die Einheitskugel dar, auf welche die in 
Betracht kommenden Richtungen übertragen sind. Es bezeichnet 
Z den Scheitelpunkt, J die negative Richtung der Kraft T, À die 
Richtung der Drehungsaxe der Spule $, AM die Ebene MM', AN 


(8) e = tete = &+dvfs Ti + 
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; Figur 2. 
die Ebene NN’ des Inklinationsringes, P den Pol der Ebene AM, 
Q den Pol der Ebene AN. Es ist 


(4) TT, = —Tcos JQ = —T (cos y cos JP — sin y cos JM) 
(5) Ts = — Tcos JN = —T (cos y cos JM + sin y cos JP). 


Ferner sei « das von dem magnetischen Südpunkte über Westen 
positiv gezählte magnetische Azimut, z die Zenithdistanz des 
Punktes À, à die erdmagnetische Inklination. Dann erhält man 


(6) cos JP — sin À sin z — cos ? Cos z Cos « 
(7) cos JM —= cos à sin «. 


Für den Zweck der Anwendung der entwickelten Formeln 
empfehlt es sich, wenn v, die normale Umdrehungszahl der Spule 
pro sec bezeichnet, die Grôfe 


&v,f, T arc 1’ 


als Eïinheit der elektromotorischen Kraft einzuführen. Dies 
kommt in dem praktisch wichtigen Falle, da8 der Winkel y 
klein ist, darauf hinaus, da8 bei der Umdrehungszahl », und bei 
kleinen Winkeln & und i+z—90° die Ânderung Ze — 1 gesetzt 
wird, wenn die Ânderung Zz — —1' ist. Nennt man die in dieser 
durch Beobachtung leicht herstellbaren Einheit gemessene elektro- 
motorische Kraft s, so geht (3) über in 
v T, 2x" f, IL JR n 
® HT Tarcl * mwfsTlarcl 


Die Gleichungen (4) bis (8) drücken die elektromotorische Kraft s 
durch die Umdrehungszahlen », v,, die Konstanten des Induktors 


Ein Verfahren zur Bestimmung der Inklination etc. 2% 


und die Richtungswinkel ?, 2, « aus. Sie erüffnen verschiedene 
Wege zu einer exakten Bestimmung der Inklination. Ausgeschlossen 
sind von diesen für das H. Wild’sche Induktionsinklinatorium alle 
diejenigen, bei welchen Beobachtungen in zwei einander entgegen- 
gesetzten Lagen der Drehungsaxe der Spule gefordert werden. 
Denn die Môglichkeït hierzu ist bei dem H. Wild’schen Instru- 
mente nicht vorhanden. Auch scheint die Abänderung der Kon- 
struktion desselben in der Weise, da8 diese Müglichkeit entstände, 
ohne Beeinträchtigung der Stabilität schwer ausführbar zu sein. 
Ich beschränke mich daher auf die Erôrterung anderer Beob- 
achtungsmethoden. 

Man kann von dem Umstande Gebrauch machen, da & eine 
Funktion zweïten Grades von » ist und folglich für einen be- 
stimmten Wert dieses Parameters ein Maximum oder Minimum 
wird, indem man bei konstant gehaltenem « denjenigen Wert von 
z aufsucht, bei welchem die Anderung des Drehungssinnes der 
Spule keine Ânderung des Ausschlages des Galvanometers herbei- 
führt. Beobachtet man diesen Ausschlag bei zwei verschiedenen 
Umdrehungsgeschwindigkeiten, so hat man in diesen, der Zenith- 
distanz und den bezüglichen elektromotorischen Kräften die Daten 
in der Hand, um die Inklination zu berechnen. Trotz ihrer Ein- 
fachheit ist die Anwendung dieser Bestimmungsweise nicht unbe- 
dingt zu empfehlen, da sie ziemlich hohe Anforderungen an die 
Erfahrung und Geschicklichkeiïit des Beobachters stellt. 

Keinen Schwierigkeiten unterworfen, wenn auch weniger ein- 
fach, ist das folgende Verfahren: 

Es seien «a, und 5+:,—90° kleine Winkel. Die Spule des 
Induktors sei so orientiert, da « — «, 2 — 2, ist. Man beob- 


achte bei den Umdrehungszahlen » — +», bezw. v = —», die 
elektromotorischen Kräfte & — &Ÿ bezw. s — 6. Bei einer zweiten, 
durch die Gleichungen « — 180° + &, z — — 2, bezeichneten 
Orientierung der Spule môgen den Umdrehungszahlen » = +, 
bezw. v — — », die elektromotorischen Kräfte s = #7 bezw. & := & 
entsprechen. Man erhält aus Gleichung (8) 

AC) LA LAS \Er MURS = 
(9) Parce C2 P(s=s) = ES +6) 

T, (as, 2) KL uf, re RM 
ao T'arein Srrviil Toetie tie #5) 
(1) & = (a +e) = £(4 +8) 


und kann vermittelst der Gleichungen (4) bis (7) die Unbekann- 
15 
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ten à, und i aus der Zenithdistanz z, und den Verhältnissen 
Ti(a,, 4)|T arc 1’ and ZT, («,,2,)/T arc l' berechnen. 

Bei einem Induktionsinklinatorium von G. Schulze, welches ich 
im Herbste 1907 untersuchte, fand ich aus der Windungszahl und 
den Dimensionen der Spule 


fs = 7.29 = 10* qem. 


Unter der Voraussetzung der Messung der elektromotorischen 
Kraft des Stromes 1, in eiñem mittleren Stromfaden von 4.45 cm 
Radius, welcher einer GrôBe der Windungsfläche f, von 


f, = 62.2 qem 


entspricht, folgte für dieses Instrument aus den Abmessungen des 
Rahmens, der aus Aluminium bestand, 


w = 4.52 x 107 Q. 

Indem ich mir den Rahmen und die Drahtwindungen der Spule 
in einzelne geeignet gewählte Abschnitte zerlegt dachte und auf 
je einen des ersteren und einen der letzteren eine von C. Maxwell’) 
für die gegenseitige Induktion zweïer coaxialer Kreisstrôme ent- 
wickelte Formel anwandte, erhielt ich 


IT = 7.90 = 10° Henry. 


Durch Messung des Winkels, den die ebenen Seitenflächen des 
Spulenrahmens mit der Mittelebene des Inklinationsringes in der 
Stellang der Spule bildeten, bei welcher der Kommutator auf 
Stromunterbrechung stand, ergab sich 


(12) y —= — 80.10. 
Für das von mir untersuchte Induktionsinklinatorium war also 
(13) LA UE 0 00SGtte 


s 


Nachdem ich die Meridianlage der Spule dieses Instrumentes 
in der von H. Wild vorgeschriebenen Weise unter Benutzung 
eines Kompasses aufgesucht hatte, stellte ich mit demselben am 
3. XII. 1907 nach dem an letzter Stelle angegebenen Verfahren 
eine Messang der Inklination an. Ich fand, indem ich », — 5.14 
wählte, was einer Umdrehung der Kurbel des Getriebes in 1 sec 
entsprach, | 


(14) & — — 002, #7 = —1.04, s* — — 0.08, & — 0.92, 


1) C. Maxwell, Lehrb. d. Elektr. u. 4. Mag. Deutsch v. B. Weinstein, 1883, 
2. pg. 414, 1, b. 
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Hierbei war 
(15) « — c+358010", z, — 23040/.00. 


Darauf veränderte ich unter Beïbehaltung der Zenithdistanz 2, die 
Orientierung der Spule gegen den magnetischen Meridian, sodaf 


(16) a — c+3b7045 
wurde. Bei Wiederholung der Inklinationsmessung erhielt ich 
(7) # = 0.94, & = — 106, st — —112, & — 0.99. 


In (15) und (16) bedeutet c die Kollimation des Azimutal- 
kreises inbezug auf den magnetischen Meridian. Die unter (14) 
und (17) aufgeführten Werte von & stellen je das Mittel aus 4 bis 
6 Beobachtungen dar und sind wegen der erdmagnetischen Variation 
korrigiert. 

Mit den unter (14) angegebenen Werten von s erhält man 
aus (9) (10) (11) (13) 


T h (æe 2) _— = ° 
Tu (Go %) se 
(20) D D06 TES 0/06: 


Ersetzt man in den Gleichungen (4), (5), (6), (7) « und z durch 
æ«, und z, und beachtet die Gleichungen (12), (15), (18), (19), so 
erhält man 


(21) i — 66°18'.93 
(22) a, — 244 
und 
(23) c — 2144. 
In gleicher Weiïise erhält man aus (16) und (17) 
(24) & — —0.09, = — 0.04 
(25) == 6018.97 
(26) d, = — 0".3 
(27) Cul 47: 


Vergleicht man (20), (21), (23) mit (24), (25), (27), so erkennt 
man, daf genügende Übereinstimmung zwischen den aus den beiden 
Messungen hervorgehenden Werten von à, & und c besteht, während 
der Fehler der Einstellung in den Meridian nach (22) und (26) im 
»rsten Falle 24’.4, im zweiten — 0'.3 beträgt. 

Von diesen Fehlern bezeichnet der erste die Grenze, bis zu 
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welcher die Ungenauigkeit der Bestimmung des Meridians bei An- 
wendung eines Kompasses anwachsen kann, während der zweite 
einer praktisch genommen exakten Einstellung entspricht. Es 
müfte also nach H. Wild bei der ersten wie bei der zweiten 
Orientierung die Neigung der Drehungsaxe der Spule gegen den 
Horizont, bei welcher der Strom im Galvanometer verschwindet, 
die erdmagnetische Inklination angeben. Berechnet man nun mit 
Hilfe von (8) für die bei (14) und (17) gültigen Werte von » und 
a diejenigen Werte von z, bei welchen & verschwindet, und bildet 
deren Komplement, so erhält man 


à — 66°20'.02, 6618.96, 66019'.92, 66°19/.08 


und 
i — 66019’.06, 6618.94, 66°18'.88, 66°19/.01. 


Diese für die Inklination berechneten Werte stimmen aber 
weder mit einander, noch mit den Werten (21) und (25) überein. 
Ihre Differenzen sind wesentlich grôBer, als es dem durch die Ab- 
lesungen bedingten wahrscheinlichen Fehler der Messung ent- 
spricht, welcher weniger als 0’.05 beträgt. Auch bestehen zwischen 
ihnen, wie man sieht, Unterschiede, welche von der Orientierung 
und dem Sinne der Drehung der Spule abhängen. Hieraus geht 
hervor, daB die dem Verfahren von H. Wild zu Grunde liegende 
Abstraktion zu weitgehend ist, um die Erzielung der grô8tmüg- 
lichen Genauigkeit bei Messungen mit dem Induktionsinklinatorium 
zu gestatten. 

Trägt man dagegen den Nebeneinflüssen, welche in der Ein- 
führung der GrôBen «4, Il/w, y zum Ausdruck kommen, nach Maf- 
gabe der Formeln (4), (5) und (8) Rechnung, so tritt, wie sich an 
den Werten (21) und (25) zeigt und wie ich durch vielfältige 
anderweitige Messungen bestätigt gefunden habe, keine derartige 
Abhängigkeit des Ergebnisses für ? von der Art der Messung, im 
Besonderen der Orientierung der Spule hervor. Auch führen dann 
mit verschiedenen Instrumenten angestellte Beobachtungen inner- 
halb der durch die Unvollkommenbeit der instrumentellen Mittel ge- 
steckten Grenzen der Genauigkeit zu dem gleichen Werte der 
Inklination. 

Dieser Sachverhalt ist als Bestätigung der Theorie anzusehen, 
welche im Vorhergehenden für die Bestimmung der Inklination 
vermittelst des Induktionsinklinatoriums aufgestellt worden ist. 
Es müssen also die Folgerungen aus derselben als gerechtfertigt 
anerkannt werden, welche sich auf den Fall einer Neigung der 
Drehungsaxe gegen den magnetischen Meridian beziehen. Die Be- 
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deutung dieser Folgerungen liegt darin, daB sie die Môüglichkeit 
erüffnen, eine Ungenauigkeit der Orientierung der Spule und ihren 
Einfluf auf die Inklinationsmessung durch Rechnung zu ermitteln. 
Will man von den Formeln, welche hierfür entwickelt sind, Ge- 
brauch machen, so wird man zweckmäfig die in ihnen auftretenden 
Koeffizienten aus Beobachtungen bei verschiedenen azimutalen 
Einstellungen der Spule bestimmen. DaB in dem angefübrten 
Beispiele der Faktor 2xf,II/wf, aus den Instrumentalkonstanten 
hergeleitet und für den Winkel y das unmittelbare Ergebnis der 
Beobachtung eingeführt wurde, ist nur geschehen, um die Be- 
wäbrung der Theorie in môglichst weitem Umfange nachzuweisen. 

Hinsichtlich der Berechnung der Winkel : und « nach den 
Formeln (4) und (5) mag bemerkt werden, daB dieselbe entweder 
durch Einführung geeigneter Hilfswinkel oder durch eine Reihen- 
entwickelung nach Potenzen von 7,/T und 7,/T geschehen kann. 
Einfache Verhältnisse greifen in dem Falle Platz, da y und 11/w 
kleine GrôBen sind. Es wird also vorteilhaft sein, den Spulen- 
rahmen aus môglichst schlechtleitendem Material anzufertigen und 
den Kommutator verstellbar einzurichten. Dagegen muf zu müg- 
lichster Herabdrückung des Einflusses der thermoelektrischen 
Kraft 5; die Anzahl der Drahtwindungen der Spule tunlichst groB 
gewählt werden. 

Wie ersichtlich enthält die im Obigen vorgetragene Theorie 
aufer Anweïisungen für den Gebrauch auch Fingerzeige für die 
Verbesserung der Konstruktion des H. Wild'schen Induktions- 
inklinatoriums. Eine weitere Verfolgung dieser Einzelheiten von 
mebr praktischer Bedeutung läge indessen auferhalb der Grenzen 
meiner Darstellung. Denn an gegenwärtiger Stelle konnte es mir 
nur darauf ankommen, die Gedanken zu entwickeln, welche bei 
einer tieferen Durchbildung der von H. Wild angegebenen, in der 
Anwendung wohl bewährten Methode der Inklinationsbestimmung 
vermittelst einer rotierenden Spule mafgebend sein müssen. 


Potsdam, April 1908. 


Neue Entwicklungen über lineare Differential- 
gleichungen. 


Von 
Emil Hilb. 


(Aus einem Schreiben an Herrn F. Klein). 


Vorgelegt von Herrn F. Klein in der Sitzung am 8. Mai 1909. 


Nachdem ich soeben das Manuskript einer zweiten Mitteilung: 
»Über Kleinsche Theoreme in der Theorie der linearen Differential- 
are , welche eine Fortsetzung meiner unter demselben 
Titel im 66. Bande der mathematischen Annalen erschienenen Ar- 
beit ist, fertiggestellt habe, môchte ich mir erlauben, Ihnen eine 
kurze Zusammenstellung der wichtigsten darin enthaltenen Re- 
sultate zu übersenden, welche, wie mir scheint, aufs Neue die 
Fruchtbarkeit der Ideen zeigen, welche Sie auf diesem Gebiete 
stets in den Vordergrund zu stellen suchten. 

Ich betrachte zunächst wieder die lineare Differentialgleichung 
2tr Ordnung : 


PS NN EE PS D LA A ane à Ax+B 
O s+r (= het Ce de DG&—0 * — 


a 


0, 


in welcher aber jetzt die 3 im Endlichen gelegenen singulären 
Stellen irgend welche komplexen Werte haben kônnen, während 
wir dagegen wie früher voraussetzen, daB für die reellen GrôBen 
a, B, y, 9’, 0” die Ungleichungen bestehen: 0=<a<1, 0Z8<1, 
0Zy<1, 0Z0'—8"<1, wobei also zu den singulären Stellen 
a, b,c, d — © die Exponentenpaare «,0; 8,0; y,0; 0’, 0” gehôren 
und d 0” — À ist. 
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Wir nehmen nun in der x-Ebene irgend einen Punkt O an, 
der geeignet gelegen ist, und legen von ihm 4 geradlinige Ein- 
schnitte, die sich nicht überkreuzen dürfen, nach den Punkten 
a, b, c und d. Die so zerschnittene x-Ebene bilden wir dann 
durch den Quotienten 7 zweier Partikularlôsungen auf einen auf 
der »-Kugel gelegenen Fundamentalbereich ab, Von den 8 Ecken 
dieses Bereiches entsprechen 4 dem Punkte O, die anderen 4 Ecken, 
welche den Punkten a, b, c und 4 entsprechen, seien a’, b', c', d’. 
Dann sind je die beiden in den Ecken a’, b', c', d' zusammen- 
stoBenden Seiten einander durch die linearen Substitutionen : 


HI À 


zugeordnet, denen unter Zugrundelegung der 7-Kugel als Maë- 
fläche einer projektiven Mafibestimmung 4 Drehungen entsprechen 
deren Achsen durch a’ bezw. b’,c',d' gehend die Kugel zum, 
zweiten Male in a” bezw. b”, c”, d” schneiden môügen. Diese 4 
Achsen, welche im allgemeinen zu einander windschief liegen, 
bilden, mit EinschluB der dazu gehôrigen Drehungen 
von den Amplituden 2ax, 28x, 2yx, 20x, den ,Kern“ des Funda- 
mentalbereiches in sinngemäfer Erweiterung der von Ihnen einge- 
führten Nomenklatur. Dieser Kern hat nun wieder 12 MaBzahlen, 
die man geeignet festlegen mu. Vier davon, die Kantenwinkel, 
sind identisch mit den vorgegebenen Amplituden 2ax, 2Bx, 2yx, 
20x der Drehungen, während die anderen 8 MaBzahlen sich als 
komplexe Amplituden von Schraubungen ergeben. 

Ihrem Programme nach entsteht dann die Aufgabe, die beiden 
in dem jetzt komplexen ,akzessorischen Parameter“ B — B,+:B, 
enthaltenen reellen GrôBen B, und PB, durch die beiden Gleichungen 
festzulegen, welche durch die Vorgabe einer der letzten 8 jetzt 
komplexen MaBzahlen geliefert werden. 

Ich behandle jedoch zunächst nur den wichtigsten Fall, näm- 
lich den, daB die 4 Substitutionen einen Orthogonalkreis unver- 
ändert lassen; dieser Fall postuliert also, daf die 4 Achsen a’ a”, 
b'", cc”, d'd" sich in einem Puukte schneiden. Es seien nun die 
Werte von 9 in a',a”, b’,b", c',c” bezw. 4,, 4,, 0, co, v,,v,. Sollen 
sich dann die Achsen a'a” und b'b" schneiden, so muf 


(2) R(= 2) — 0 


sein, wobei R(f) den reellen Teil von f bedeuten soll. Da nun 
ganz allgemein die 4 Drehungen 4, B, I, A hintereinander aus- 
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geführt die Identität ergeben, so schneiden sich, wenn die beiden 
ersten Drehungsachsen sich schneiden, auch die Achsen der beiden 
létzten Drehungen. 

Ergeben nun die beiden ersten Drehungen hintereinander an- 
gewendet wieder eine Drehung, deren Achse natürlich durch den 
Schnittpunkt der beiden ersten geht, so liegt der Schnittpunkt 
der beiden letzten Achsen auch auf dieser Geraden. Ergeben die 
ersten beiden Drehungen hintereinander angewendet eine hyper- 
bolische Substitution, also eine Verschiebung, für welche die zur 
Achse konjugierte Gerade natürlich durch den Schnittpunkt der 
ersten beiden Drehungsachsen geht, so liegt auch der Schnittpunkt 
der letzten beiden Drehungsachsen auf der zur Achse der hyper- 
bolischen Substitution konjugierten Geraden. Der Fall, in dem 
die aus 4 und B zusammengesetzte Substitution eine parabolische 
ist, ergibt sich aus den eben erwähnten Fällen als Grenzfall. Der 
Fall, daf 4 und B zusammen die identische Substitution ergeben, 
kann nur dann eintreten, wenn die beiden Exponentendifferenzen 
« und B gleich sind, doch kann man im Rahmen der folgenden 
Betrachtungen diesen Fall stets als Grenzfall von einander ver- 
schiedenen GrôBen « und 8 betrachten. 

Als 2t° Orthogonalitätsbedingung ergibt sich also die, da8 die 
beiden Schnittpunkte des ersten und des zweïten Achsenpaares, 
von denen wir bereits wissen, daf sie auf einer bestimmten Ge- 
raden liegen, zusammenfallen. Durch direkten Ansatz erhält man 
nun allerdings zwei äuferlich durchaus verschiedene Bedingungs- 
gleichungen im elliptischen und im hyperbolischen Falle, was von 
der unsymmetrischen Bevorzugung der die Kugel reell schneidenden 
Achse herrührt. Ich verifiziere dann aber hinterher daraus fol- 
gende für beide Füälle giltige Bedingungsgleichung : 


a (re) 
RNA TRE 


sin # 


(8) 
wobei # der Winkel ist, den die Gerade c’c” mit derjenigen Ebene 
bildet, welche durch b’0” und die durch den Schnitt von a’ a” und 
b'&" gehende Achse der aus 4 und B zusammengesetzten Substi- 
tation bezüglich durch die durch diesen Schnittpunkt gehende zur 
Achse konjugierte Gerade bestimmt ist. 

Die Aufgabe ist dann, die komplexe Grôfe B, oder besser die 
darin enthaltenen beiden reellen Grôfen B, und B, so zu be- 
stimmen, da die reellen Gleichungen (2) und (3) gleichzeitig er- 
füllt sind. Wodurch lassen sich nun aber die verschiedenen 


Neue Entwicklungen über lineare Differentialgleichungen. 233 


Wurzelsysteme, die diesen Gleichungen genügen, charakterisieren ? 
In dem Falle, in welchem alle Parameter reell waren, ging dieses 
verhältnismäBig leicht, da wir die Zahl der Schnitte der Seiten 
mit dem Orthogonalkreis als Charakterisierung heranziehen durften, 
indem wir es in einfacher Weise so einrichten konnten, daB die 
Seiten stets Kreisbôgen waren. In unserem Falle müften wir 
uns aber zunächst entschlieBen, von der geradlinigen Zerschneidung 
der x-Ebene abzusehen, damit in der Abbildung die Begrenzungs- 
linien Kreise werden, wobei es dann noch keineswegs gewif ist, 
daf die dann erbaltenen Zahlen der Schnittpunkte unserer Be- 
grenzungslinien mit dem Orthogonalkreis invariante, d.h. von der 
Art der Zerschneidung unabhängige Zahlen sind. Dagegen er- 
gibt sich, daf die Anzahlen der Blätter, um welche die einzelnen 
Achsen auf unserem über der 7-Kugel ausgebreiteten Fandamental- 
bereiche auseinander liegen, in dem Sinne invariante Zahlen sind, 
daB sie sich nicht ändern, wenn wir Exponentendifferenzen und 
singuläre Punkte von (1) so stetig variieren, daB der Orthogonal- 
kreis reell bleibt. Die Zahl der Blätter, welche man im einzelnen 
Falle in einem bestimmten als positiv zu bezeichnenden Sinne 
durchlaufen muf, um von &’&” nach a'a” zu kommen, wollen wir 
als ,charakteristische Oszillationszahl“ des Intervalles ba be- 
zeichnen, die wir also immer als positiv annehmen, wofern sie von 
0 verschieden ist; die Zahl der Blätter, welche man durchlaufen 
muB, um von b'Ë" nach c'c” zu kommen, nennen wir die charak- 
teristische Oszillationszahl des Intervalles bc, diese kann positiv 
oder negativ sein. Man erhält dann folgenden Satz: 

Wenn in (1) À positiv ist, kann man stets den 
komplexen Parameter B so bestimmen, da$ der zuge- 
hôrige Kern einen reellen Orthogonalkreis besitzt 
und daf zu dem Intervalle b a irgend eine vorge- 
schriebene ganzzahlige, als positiv anzunehmende 
oder verschwindende charakteristische Oszillations- 
zahl #, und daf zu dem Intervalle bc irgend eine als 
positive oder negative oder verschwindende ganze 
Zahl vorgegebene charakteristische Oszillationszahl 
k, gehôrt. Ist 4 — 0, s0 fallen die beiden Fälle eines 
positiven und eines negativen k, zusammen. 

Za dem Intervalle cd gehôrt dann die charakteristische Os- 
zillationszahl #,, zu ad k,. Was nun die Form des Fundamental- 
bereiches anbetrifft, so zieht sich derselbe bandfôrmig durch eine 
entsprechende Anzahl von Blättern derjenigen Riemannschen Fläche, 
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die aus der fortgesetzten Reproduktion des Fundamentalbereiches 
entsteht. | 

Um diesen Satz zu beweisen, gehe ich von dem einfachsten 
Falle ans, daB die Grôüfen «, B, y und à alle den Wert 4 haben, 
der sich vollständig durch elementare Funktionen erledigen läft. 

Daraus leite ich vermittelst einer neuen Art von Kontinuitäts- 
betrachtungen die Existenztheoreme im allgemeinen Fall ab. Ich 
diskutiere nämlich die Veränderungen, welche das durch (2) ge- 
lieferte Kurvensystem in der Ebene mit den Koordinatenachsen 
B, und B, erfährt, wenn wir die in (1) vorkommenden Parameter 
verändern. Dann untersuche ich auf den Kurven (2) die Vor- 
zeichen der linken Seite von (3), wodurch sich der gewünschte 
. Satz in der Form ergibt, daB man zu jedem Paare charakteristi- 
scher Oszillationszahlen im allgemeinen eine ungerade Anzahl 
von Wertepaaren B, und B, erhält. 

Die Eindeutigkeitstheoreme mu ich also bis jetzt durch 
Sätze über ungeradzabhliges Vorhandensein ersetzen. Das Grund- 
theorem und die sich an die Entwicklungen der 1. Mitteilung an- 
schlieBenden Obertheoreme, bei denen entweder #, oder k, null war, 
ergeben sich im Falle komplexer singulärer Stellen im Anschluf 
an die Untersuchungen daselbst auf dieselbe Weise, wie die weit 
grôBere Anzahl aller in Betracht kommender Existenztheoreme 
aus dem obigen Spezialfall. 

Die Hauptschwierigkeit bei der Behandlung von # singulären 
Stellen, bei der man sich nicht eines so einfachen Spezialfalles 
erfreut, wird darin bestehen, einen Überblick über die Gesamtheit 
der auftretenden Existenztheoreme zu gewinnen, obgleich ich aus- 
drücklich betone, daB dieser Überblick für das Grundtheorem und 
die einfachsten Obertheoreme nicht notwendig ist. 

Ich behandle daher in einem 2. Teile meiner für die Annalen 
bestimmten neuen Arbeit den Fall von »x reellen singulären 
Punkten, wobei dann auch zunächst wieder nur reelle ak- 
zessorische Parameter zugelassen werden. Auf meine Anregung 
hin hat Herr Gerstenmeier in einer Arbeit, welche voraussicht- 
lich als Erlanger Dissertation erscheinen wird, mit den Hilfs- 
mitteln der ersten Mitteilung bereits den Fall von 5 reellen sin- 
gulären Punkten behandelt. Die allgemeine Erledigung aller ein- 
schlägiger Fragen im Falle von n singulären Punkte erfordert 
allerdings dann noch einen weiteren Ausbau der oszillations- 
theoretischen Untersuchungen, die ich eben in dem 2. Teile meiner 
neuen Arbeit durchführe. 

Augsburg, den 9. April 09. 


Ueber neue Mitglieder des Systems B, y, 0, 8, & 
Ursae majoris. 


Von 


Ejnar Hertzsprung. 


Vorgelegt von K. Schwarzschild in der Sitzung vom 8. Mai 1909. 


Es ist bekannt, daf die 5 Sterne B, y, à, e, € des GroBen Bären 
annähernd gleiche Eigenbewegung haben und sich deshalb wahr- 
scheinlich parallel und mit gleicher Geschwindigkeit durch den 
Raum bewegen. Unter diesem Gesichtspunkte hat H. Ludendorff 
in À. N. Bd. 180, $. 265 die 5 Sterne einer eingehenden Untersuchung 
unterworfen. Insbesondere wurden neue Bestimmungen der Radial- 
geschwindigkeiten der spektroskopischen Doppelsterne 8 und £ Ursae 
maj. ausgeführt, wodurch erst eine genauere Kenntnis des Systems 
ermôüglicht wurde. Nach brieflicher Mitteilung des Verfassers 
wurde nach weiteren zur Gruppe gehôrigen Sterne nicht gesucht, 
weil Hôffler (A. N. Bd. 144,S$. 369) sagt, daB er mit gänzlich negativem 
Erfolg sämtliche Sterne des Auwers-Bradley-Katalogs in grofem 
Umkreise geprüft hätte. 

Ich bin aber gelegentlich auf einige Sterne aufmerksam ge- 
worden, die der Angehôrigkeit zu dem Systeme verdächtig er- 
schienen. Es waren das zunächst 37 Ursae majoris und « Coronae 
borealis, deren Mitgliedschaft als sehr wahrscheinlich zu bezeichnen 
ist. Da der Winkelabstand zwischen diesen beiden Sternen 592.7 
beträgt, wird der absolute Abstand zwischen ihnen von derselben 
GrôBenordnung sein, wie ihre Abstände von unserer Sonne. Es 
mufte deshalb nach noch weiter abgelegenen Sternen und solchen 
mit anderer GrôBe der Eigenbewegung (anderer Parallaxe) gesucht 
werden. Ich habe zu diesem Zwecke zuerst die Kapteynsche Be- 
arbeitang von 2618 Bradley-Sternen (Groningen Publ. Nr. 9) benutzt, 
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indem die bei Zugehôrigkeit zu dem System gültige Richtung der 
Eigenbewegung für jeden Stern auf einem Himmelsglobus abge- 
schätzt und mit der. beobachteten verglichen wurde. Unter den 
am besten übereinstimmenden Sternen habe ich, um mich auf die 
sichersten Eigenbewegungen zu beziehen, zunächst die ausgesucht, 
welche in dem neuen Fundamentalkataloge des Berliner Astrono- 
mischen Jahrbuchs vorkommen. Die so ausgewählten 11 Sterne 
bilden den ersten Teil der Tab. 1. Es ist hervorzuheben, da sich 
Sirius unter diesen Sternen befindet. Die genau bekannte Richtung 
seiner grofen Eigenbewegung gibt einen guten geometrischen 
Ort für den Radiationspunkt. Den Radiationspunkt berechnete 
ich zuerst als den Schnittpunkt zwischen den Eigenbewegungen 
von Sirius und von einem fingierten Stern, der im Schwerpunkt 
der 5 im Titel erwähnten Sterne stand (A. R. 183°.22, Decl. 
+ 560.14 [1900]) und dessen Eigenbewegung gegen Ludendorffs 
Zielpunkt (A. R. 303°.2, Decl. — 360.6 [1900]) gerichtet war. — 
Zweïtens wurde der Punkt auf dem durch die Eigenbewegung 
von Sirius bestimmten GroBzirkel ermittelt, welcher die kleinste 
Quadratsumme der geometrischen Abweichungen der übrigen 
Eigenbewegungen (Tab. 1, Säule VIII) ergab. Bei dieser Berech- 
nung wurde der zweifelhafteste Stern 8 Eridani weggelassen. 
Die beiden an die Eigenbewegung von Sirius gebundenen Be- 
stimmungen des Radiationspunktes ergaben bis auf Zehntelgrade 
übereinstimmend dieselben Werte, nämlich: 


æ — 127.8, Ô — + 400.2 (1900). 


Diese Koordinaten sind den berechneten Tabellenwerten zu 
Grunde gelegt. Ludendorff fand «a — 123°.2 + 39.0, d = + 36°.6 
+ 32.5 (m. F.). 

In Tab. 1, Spalte VII ist die Differenz zwischen der beob- 
achteten und der berechneten Richtung der Eigenbewegung ange- 
geben und in Spalte VIII der Sinus dieser Differenz mit der jährl. 
Eigenbewegung multipliziert. Diese letzten Werte gehen also die 
kleinste geometrische Aenderung der jährl. Eigenbewegung an, 
welche im Stande ist, Uebereinstimmung zwischen Beobachtang 
und Rechnung peer in 

In Verbindung mit den Winkelabständen der Sterne von dem 
angenommenen Radiationspunkte (Tab. 1, Spalte IX) ergaben die 
gefundenen Radialgeschwindigkeiïten der 4 Sterne « Canis maj, 
B und £ Ursae maj. und « Coronae nach kl. Q. eine Geschwindig- 
keit des Systems relativ zur Sonne von 18.4 km./sek. Die danach 
für jeden Stern berechneten Radialgeschwindigkeiten finden sich 
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in Spalte X. Endlich wurde unter Heranziehung der GrôBen der 
jäbrl. Eigenbewegungen die in Spalte XII angegebenen absoluten 
Parallaxen berechnet. 

Der absolute Konvergenzpunkt des Systems liegt bei « — 286", 
à — — 2° (1900) oder in galaktischen Koordinaten ! — 0°, b — — 5° 
und die absolute Geschwindigkeit beträgt 28.8 km/sek. 

Was die Wahrscheinlichkeit der Zugehôrigkeit der einzelnen 
Sterne zum System betrifft, sei zuerst Sirius in Betracht gezogen. 
Da für diesen Stern sowohl Grôfe und Richtung der Eigenbewe- 
gung als auch Radialgeschwindigkeit und Parallaxe bekannt sind, 
kôünnen die drei Komponenten seiner Bewegung relativ zur Sonne 
berechnet werden. Alle drei stimmen innerhalb der Beobachtungs- 
genauigkeit mit der für die 5 Bärensterne gefundenen Bewegung 
überein. Es sei bemerkt, daB der angenommene Radiationspunkt 
(a = 127.8, Ô — +40°.2) um 97° von dem Apex der Sonnenbewegung 
(A. R. 266°, Decl. +33°) abliegt, so daf die Mitglieder der hier 
betrachteten Gruppe verhältnismäfig leicht von dem Hauptzuge 
der übrigen Sterne abzutrennen sind. Nur einer unter etwa 1000 
willkürlichen Sternen würde eine ebenso gute Uebereinstimmung 
ergeben, wie Sirius. 

In der hiernach sehr plausiblen Annahme, daf Sirius und die 
5 Sterne des Grofen Bären gleiche absolute Bewegung haben, 
kann man sagen, daf die Radialgeschwindigkeiten dieser Sterne 
durch Messung der Parallaxe von Sirius kontrolliert werden 
kônnen. 

Bei einigen der übrigen Sternen fehlt es leider noch an 
Kenntnis der Radialgeschwindigkeiten. Eine Neumessung dieses 
Wertes für den Schwerpunkt von B Aurigae hat H Ludendorff 
in Aussicht gestellt. Für die Radialgeschwindigkeit des Schwer- 
punktes von & Ursae maj. gibt Ludendorff mit Vorbehalt den vor- 
läufigen Wert — 13 km/sek an. 

Die Parallaxe von Ô Leonis dürfte mefbar sein. 

Schon Ludendorff hat für die 5 Bärensterne auf einen eigen- 
tümlichen Gang in den Abweichungen zwischen den beobachteten 
und den berechneten Richtungen der Eigenbewegungen aufmerksam. 
gemacht. Dieser Gang (Tab. 1, Spalte VII und VIII) tritt bei 
der hier vorgenommenen Erweiterung des Systems noch deutlicher 
hervor, bleibt aber immerhin innerhalb der zulässigen Beobachtungs- 
fehler. Eine plausible physische Erklärung dieses Ganges habe 
ich nicht gefunden. Vielleicht würden sogar Sternsysteme wie 
das hier behandelte zur Ermittelung systematischer Beobachtungs- 
fehler dienen kônnen. 
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Ich habe eine Anzahl anderer Sterne ausgesucht, deren Eigen- 
bewegung annähernd gegen den obigen Konvergenzpunkt gerichtet 
ist. Es fehlen aber noch Bestimmungen der Radialgeschwindig- 
keiten und Parallaxen, um näheres sagen zu kônnen. Jedoch dürfte 
die Mitgliedschaft von 78 Ursae majoris als sehr wahrscheinlich 
und die von Groombridge 1930 als wahrscheinlich zu bezeichnen 
sein. Die beiden Sterne sind in Tab. 1 den 11 Hauptsternen 
hinzugefügt. 78 Ursae maj. ist ein visueller Doppelstern (Burnham 
Gen. Kat. 6348). Bei 1”4 Distanz ist der Positionswinkel in 
14 Jahren um etwa 20° gewachsen. Diese Bahnbewegung ist 
gut mit der berechneten Parallaxe ”.042, vereinbar. 78 Ursae 
maj. wurde übrigens schon von Hôffler erwäbnt. 

Auffallend ist, daB so viele der hier betrachteten Sterne 
doppelt sind. Es gilt das mit Sicherheit von 9 der in Tab. 2 
enthaltenen 15 Sterne. 

Die Richtung der Eigenbewegung von « Geminorum konnte 
früher den Verdacht erregen, daB dieser Stern dem Systeme ange- 
hôre. Das Spektrum, VIIIa Maury, ist dem der übrigen hellen 
Mitglieder sehr ähnlich und die spektroskopische Duplizität von 
beiden Komponenten hat Kastor mit Mizar gemein. Jedoch zeigen 
die Radialgeschwindigkeiten der Schwerpunkte der Systeme «, und 
a, Geminorum, bezw. — 1.0 und +6.2 km/sek, zur Genüge, da 
diese Sterne dem Systeme nicht angehôren. Auch die berechnete 
Parallaxe fällt zu gro aus. 

Mit Hilfe der berechneten Parallaxen und der Sterngrüfen 
des Revised Harvard Photometry (H. A. Vol. L) wurden die auf 
eine Parallaxe von 1“ reduzierten absoluten Helligkeiten berechnet. 
In Tab. 2 sind die Sterne hiernach (Spalte IIT) geordnet. Für 
die spektroskopischen Doppelsterne wurde die Gesamthelligkeit 
angenommen. Ein Vergleich mit den in den Spalten IV und V 
angegebenen Spektren deutet eine fortschreitende Entwickelung 
des Spektrums mit Abnahme der absoluten Helligkeit an. In dieser 
Hinsicht verhält sich die hier behandelte Gruppe den physischen 
Plejaden analog, während bekanntlich bei den Hyaden dies nur 
für einen Teil der Sterne zutrifft, indem starke Abweichungen 
vorkommen, welche bisher alle in der Richtung gehen, daB der 
Stern rôtlicher ist, als nach seiner absoluten Helligkeit zu er- 
warten, ein Phänomen, daB ja auch an anderen Sternen (z.B. 
a Bootis, « Tauri, « Orionis, « Scorpii) bekannt ist. Für 16 Hyaden 
mit Spektren zwischen À und F (Durchschnitt À 4 F) beträgt die 
auf eine Parallaxe von 1“ reduzierte Helligkeit im Mittel — 2".86, 
was zusammen mit den in Tab. 2 angegebenen Zahlen zeigt, daf 
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die Hyaden und die Sterne des hier behandelten Systems für 
Spektren zwischen À und F gleiche absolute Helligkeit haben. 

Von besonderem Interesse ist die Frage, wie viele Sterne mit 
geringerer absoluter Helligkeit zu der Gruppe gehôren môgen. 
Unter den 307 Sterne mit einer jäbrl. Eigenbewegung von mehr 
als "5, welche Kobold in seinem Werke ,Bau des Fixsternsystems“ 
behandelt hat, findet sich keine auffallend grofe Zahl, für welche 
die Eigenbewegung mit genügender Genauigkeit nach dem obigen 
Konvergenzpunkte gerichtet ist. Für einige dieser Sternen liegen 
Parallaxenmessungen vor, aber in allen Fällen wurde ein viel 
kleinerer Wert gefunden, als dem Systeme entspräche. Die Pa- 
rallaxe darf, wie man leicht sieht, nicht unter 4 der GrôBe der 
jäbrl. Eigenbewegung herabgehen, und das ist für sehr wenige 
Sterne mit grofer Eigenbewegung der Fall Es bleibt so recht 
wabrscheinlich, daB die Abstände von einem Mitgliede des Systems 
zu den Nachbarmitgliedern durchaus als ,stellare“ zu bezeichnen 
sind. Falls dies auch für andere Systeme zutrifft, ist es erklärlich, 
daB Kobold unter den erwähnten 307 Sterne nur unsichere Spuren 
von Systemen gefunden hat, auch wenn man annimmt, daB die 
Mehrzahl der Sterne sich in solche Systeme gruppiert. Um diese 
aufzufinden, wäre es nôtig, zu noch bedeutend kleineren Eigen- 
bewegungen herabzugehen, aber dafür reicht die bisherige Ge- 
nauigkeit ja nur selten aus. 

In Tab. 1, Spalten XIV, XV und XVI sind die berechneten 
rechtwinkligen Raumkoordinaten der einzelnen Sterne angegeben. 
Als Einheit wurde der Abstand eines Sternes mit der Parallaxe 
1” gewählt. Die Sonne liegt im Nullpunkte und die Z-Achse ist 
gegen den Radiationspunkt.gerichtet. Die X-Z-Ebene enthält die 
Erdachse. Wird das Dreieck Pol-Radiationspunkt-Stern mit PRS 
bezeichnet, hat man, indem x die Parallaxe ist: 
sin RS cos R j sin RS sinR , __cosRS 


== n == 


a LA HA 


Die GrôBen RS, R und x finden sich in Tab. 1 bezw. Säule 
IX, XII 0. XIII. 
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Tabelle 1. 


D Pt Sen) Qu Pontipele| Rebie 
beweg- | bewegung ns de Le à on dore (Einheit gleich cosec 
APR ect. | ANPER o Cdoschese punkt C (e) Stern | 1" Erdbahnradien) 
1900 | 1900 u (O—C) RS km/sek | km/sek | x R œ y Z 
I Il III IV V VI VII VIII IX X XI XII XIII XIV | XV | XVI 
0 0 % 0 0 0 7 0 : 0 
B Eridani 75.73 | — 5.22| .1188 | 228.1 | 221.3 | + 6.8| +.0141| 659 — 7.5 .034 239.4 |— 13.8|— 23.3| 12.1 
B Aurigae 88.05 | + 44.94] .0455 | 260.1 | 265.2 | — 5.1] —.0040| 29.4 — 16.0 | (— 21) | .030 292.6 6.2|— 15.0| 28.8 
æ Canis maj. 100.19 | — 16.58 | 1.3235 | 203.6 | 203.6 .0 .0000 | 62.3 — 8.5 | — 7.4|.387 210.1 |— 20— 1.1| 12 
37 Ursae maj. 157.18 | + 57.60| .0756 61.8| G0.0!+1.7| +.0023| 25.6 — 16.6 .045 37.4 7.6 5.8| 19.9 
B Ursae ma). 163.95 | + 56.92| .0871 72.3| 70.0|+2.3| +.0035| 28.7 — 16.1 | —16.8| .047 42.2 7.6 6.9! 18.7 
Ô Leonis 167.20 | + 21.07 | .2017 | 132.5 | 128.8 | + 3.6 | +.0032 38.5 — 144 .084 107.9 |— 2.8 7.1| 93 
y Ursae mai. 177.14|+54.25| .0945 | 885| 87.5|[+11|+.0018| 35.5 | —150 042 | 49.8 8.9] 10.5) 19.3 
ô Ursae maj. 182.62 | + 57.59| .1095 88.6| 87.6|+ 1.0! +.0018| 38.7 — 14.4 .045 44.5 9.8 9.7| 17.2 
e Ursae maj. 192.41 | + 56.50 | .1140 95.6 | 96.9|—1.3| —.0026| 44.0 — 13.2 | (— 13) | .042 45.8 AI 11711169 
£ Ursae ma). 199.98 | + 55.45| .1250 | 101.8 | 103.4] — 1.7] —.0036| 48.4 — 12.2 | —12.6| .043 46.2 11.9) 12.5] 15.3 
æ& Coronae bor. [232.61 | + 27.05] .1580 | 128.5 | 132.0 | —3.4| —.0094| 83.1 — 9,9 | + 4] .041 60.1 12.0| 20.9! 2.9 
Groombr. 1930 191.08 | + 60.87| .075 88.5| 91.4|—2.9| —0037| 43.0 — 13.4 .028 9921 18.6] 15.1| 25.7 
78 Ursae maj. 194.11 | + 56.91| .115 99.5| 98.0|-+1.5| +.0031| 449 — 13.0 .042 44.6 12.0] 11.8| 16.8 
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SterngrôBe | SterngrôBe 
1 auf x — 1’ Spektrum 


m ble Maury | H.R. 

I Il III IV V 
B Aurigae 2.07 — 5.53 VIIa | Ap 
e Ursae maj. 1.68 — 5.18 VIIIP | Ap 
æ Coronae bor. 2.31 — 4.62 VIITab | A 
B Eridani 2.92 — 444 IX b A 2 
£ Ursae maj. A 2.40 — 4.42 VIILa | Ap 
y Ursae maj. 2.54 — 4.34 VIIHb |A 
B Ursae ma). 2.44 — 4.20 VIlIa | A 
æ Canis maj. — JS — 3.64 VII a A 
ô Ursae maj. 3.44 — 3,28 IX b A2 
£ Ursae maj. B 3.96 — 2.86 A 2 
ô Leonis 2.58 — 2.80 IX b A 2 
g Ursae ma). 4.02 — 2.80 IXb A 5 
78 Ursae maj. 4.89 — 1.99 F 
Groombr. 1930 5.87 — 1.86 F 
37 Ursae maj. 5.16 — 1.56 F 


Gôttingen 1909, April 27. 


Ueber den Begriff der Deformationsarbeit in der 
Theorie der Elastizität fester Kôrper. 


Von 


Jakob J. Weyrauch in Stuttgart. 
Vorgelegt durch Herrn F. Klein in der Sitzung am 8. Mai 1909 *). 


Wer den Aufsatz des Herrn Professor Dr. Weingarten !) 
unter obigem Titel liest, kônnte glauben, daB es sich bei den von 
ibm berührten Fragen lediglich um einen Streit über die Verwen- 
dung des Ausdruckes ,Deformationsarbeit“ gehandelt habe. Wenn 
allerdings unsere Ansichten auch in dieser Beziehung auseinander 
gehen, so ist dies doch für mich ganz nebensächlich gewesen. Die 
Hauptsache war, daf Herr Professor Dr. Weingarten nach einer 
von mir besprochenen Abhandlung ?) zu meinen schien, er habe als 
Erster einfache Methoden zur Berechnung statisch unbestimmter 
Fachwerke und sonstiger Ingenieurkonstruktionen bei Berück- 
sichtigung von Temperaturänderungen und Bewe- 
gungen der Stützpunkte ohne Verwendung von Hilfs- 
fiktionen gegeben, während solche Methoden längst bekannt 
waren, und die von ihm verwendeten Ausdrücke der Deformations- 
arbeit ebenfalls zu den Hilfsfiktionen gehôrten *. Herr Professor 


*) Ich habe die obige Mitteilung der K. G. d. W. vorgelegt, um Herrn 
Weyrauch Gelegenheit zu geben auf die Polemik des Herrn Weingarten zu ant- 
worten. Für weitere Auseinandersetzung persônlicher Meinungsverschiedenheiten 
würden indessen die Nachrichten der Gesellschaft nicht offen stehen. F. K. 

1) S. 64 dieses Jahrgangs der ,Nachrichten“. 

2) Weingarten, Zur Theorie der Wirkung der ungleichen Erwärmung auf 
elastische Kürper in Beziehung auf Fachwerke, Zeitschrift für Architektur und 
Ingenieurwesen (Hannover) 1907, S. 458. 

3) Weyrauch, Ueber statisch unbestimmte Fachwerke und den Begriff der 
Deformationsarbeit, Ebenda 1908, S. 91. 
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Weïngarten hat auf meine Ausführungen in einer Weise geant- 
wortet!), die mir nur noch Veranlassung zu folgenden Mittei- 
lungen*) an die Redaktion der Zeitschrift für Architektur und 
Ingenieurwesen gab. 

»Herr Professor Dr. Weïingarten bestreitet nicht, daf Be- 
ziehungen zur Berechnung statisch unbestimmter Ingenieurkon- 
struktionen ohne Hilfsfiktion auch bei Temperaturänderungen 
und Bewegungen der Stützen schon bekannt waren, und sich ab- 
leiten lassen, ohne daf die Bezeichnung ,Deformationsarbeit“ von 
Eïnfluf zu sein braucht. Er gibt auch zu, daf man die von ihm 
zur Lüsung jener Aufgabe verwendete ,Deformationsarbeit“ eine 
fingirte Arbeit nennen kann. Hier müchte ich nur das Wort 
kann durch muB ersetzen, denn eine Arbeit, die selbst dann 
einen Wert annimmt, wenn weder äufere noch innere Kräfte 
wirken (vergl. S. 107), ist natürlich notwendig eine fingirte Ar- 
beit. Wenn Herr Professor Weingarten bemerkt: ,aber die 
Fiktion ist begründet“, so mag daran erinnert werden, daf es ein 
Hauptzweck seiner Abhandlung war, eine Lüsung ohne Hilfs- 
fiktion zu geben (Jahrgang 1907, S. 461, 462)“. 

»Herr Professor Dr. Weïingarten hat in seiner Abhandlung 
mit Recht auf das Mifliche verschiedener Verwendungen des Na- 
mens Deformationsarbeit hingewiesen. Auch von diesem Stand- 
punkte aus konnte ich es nicht begründet finden, daB er die be- 
reits bekannten ,Deformationsarbeiten“ um eine neue Spezies ver- 
mehrt hat. Wenn Herr Professor Weingarten letzteres bestreitet, 
so bezieht sich dies auf gewisse Beziehungen, die bei mir uner- 
wäbnt geblieben sind, nicht auf diejenigen Arbeitsausdrücke, welche 
er selbst für die hier interessirenden Fälle abgeleitet 
hat. Diese Ausdrücke kommen nur bei ihm vor und beruhen auf 
fingirten äuBeren Kräften, von welchen selbstverständlich auch 
die mit ihnen ins Gleichgewicht tretenden inneren Kräfte und 
deren Arbeit während der Deformation abhängen. Die Berufung 
des Herrn Professor Weingarten auf seinen Beweis, daB es fürs 
Gleichgewicht gleichgültig sei, ob die behandelte Erwärmung 
besteht, oder gewisse äufere Kräfte angebracht werden, genügt 
nicht. Nach dem Hinzutreten von Kräften kann Gleichgewicht 


1) Weingarten, Ueber den Begriff der Deformationsarbeit, Ebenda 1908, 
S. 277. 
2) Weyrauch, Ueber den Begriff der Deformationsarbeit, Ebenda 1908, 
S. 457. Vielleicht ist dieser Brief Herrn Professor Weingarten bei Abfassung 
seines letzten Aufsatzes noch nicht bekannt gewesen, da mir Sonderabdrücke 
nicht zur Verfügung gestellt wurden. 
Egl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse. 1909. Heft 2. 18 
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bestehen, ohne daf die Arbeiten während der Deformation die- 
selben zu sein brauchen“. 

»Es lieBe sich gegen das besprochene Verfahren nichts ein- 
wenden, wénn allein auf diesem Wege eine einfache Lüsung 
ermôglicht worden wäre. Da Herr Professor Dr. Weingarten dies 
anzunehmen schien und scharfe Kritik übte, so war eine Be- 
leuchtung der angeregten Fragen. zweifellos am Platze. Im 
Uebrigen kann ich auf die Nebeneinanderstellung der verschie- 
denen ,Deformationsarbeiten“ und Bedingungen für statisch un- 
bestimmte GrôBen in meinem Aufsatze verweisen. Ich glaube 
dort den Stand der Sache genügend deutlich dargestellt zu haben. 
Es erübrigt mir nur noch, beizufügen, daf an dem Gesagten auch 
nach den neuen Darlegungen des Herrn Professor Dr. Weingarten 
nichts zu ändern ist“. — 

Hiernach habe ich keine Veranlassung, die Streitfragen an 
anderer Stelle aufs neue zu behandeln, umsoweniger als dies nicht 
mit wenig Worten môüglich wäre und sich Jeder an den ange- 
führten Stellen orientiren kann. Es genügt, auf einige Punkte der 
neuesten Bemerkungen des Herrn Professor Weingarten hinzu- 
weisen, wonach die Sache für mich erledigt ist. 

1. Wenn ich bestritten habe, daB die von Herrn Professor 
Dr. Weingarten angewandte Definition der Deformationsarbeit 
»die der Techniker“ sei, so wird dies nicht durch das widerlegt, 
was einzelne Ingenieure zu einer Zeit geschrieben haben, als die 
Deformationsarbeit noch kaum Verwendung fand. Herr Professor 
Weingarten hätte die mafgebenden Schriften der heutigen 
technischen Litteratur ins Feld führen müssen; er selbst hat aber 
mebhrfach die verschiedene Verwendung der Bezeichnung Defor- 
mationsarbeit hervorgehoben. 

2. Herr Professor Dr. Weingarten citirt meinen Satz: ,denn 
die äuBeren Kräfte kônnen bedeutend grôBer sein, als zur Ueber- 
windung der inneren Kräfte erforderlich ist, sodaB sehr ver- 
schiedene derartige Arbeiten (der äuBeren Kräfte) mit einer be- 
stimmten Deformation verträglich sind“, und fügt bei: der Satz 
der lebendigen Kräfte zeigt, sobald Wärmewirkungen aus- 
geschlossen bleiben, die Unrichtigkeit dieser Behauptung“. 
Die Wärmewirkungen hat Herr Professor Weingarten ausge- 
schlossen. Wenn die äuBeren Kräfte grôBer sind als die Ueber- 
windung der inneren Kräfte erfordert, so treten zunächst Schwin- 
gungen, Umwandlungen von Widerstandsarbeit in Wärme etc. ein, 
die jeder Ingenieur kennt und nicht durch mathematische Fik- 
tionen und Beschränkungen auf das Gleichgewicht ausschliefen 
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kann. Es heïft dann weiter: , Für den Fall der Wärmewirkungen 
wird die verbrauchte, in Arbeit umgesetzte Wärme 
als äuBere Arbeit aufgefa$t, und entspricht auch in diesem 
Falle einer bestimmten Deformation nur eine bestimmte Defor- 
mationsarbeit“. Daf die verbrauchte Wärme in Arbeiït umgesetzt 
und diese als äufere Arbeit aufgefaft wird, sind eine Fiktion und 
eine Auffassung des Herrn Professor Weingarten. Im Uebrigen 
lehrt die Wärmetheorie, da die äufere Arbeit von der Art des 
Uebergangs abhängt, also nicht eindeutig bestimmt ist. 

3. Herr Professor Dr. Weingarten sagt, da meine (und An- 
derer) Definition der Deformationsarbeit als der für die Defor- 
mation erforderlichen Arbeit zur Ueberwindung der in- 
neren Kräfte ,nicht aus der allgemeinen Theorie der Ela- 
stizität entnommen wird, sondern, falls sie zulässig wäre, nur für 
die Theorie der Fachwerke verwertet werden künnte“. Dies ist 
durchaus unzutreffend, wovon sich Herr Professor Weingarten an 
den von mir erwähnten Stellen hätte überzeugen kônnen. Die 
für Fachwerke gegebene Deformationsarbeit ist ein spezieller Fall!) 
der Arbeit zur Ueberwindung der inneren Kräfte ganz beliebiger 
Kôrper *), deren besondere Ausdrücke nicht nur für die von Herrn 
Professor Weingarten allein in Betracht gezogenen isotropen festen 
Kôrper im Gleichgewicht, sondern selbst für ruhende und be- 
wegte tropfbare und gasfôrmige Flüssigkeiten längst bekannt 
sind. Auch werden die betreffenden Formeln nicht nur bei Fach- 
werken, sondern ebenso bei vollwandigen Balkenträgern, Bogen- 
trägern u. s. w. ausgiebig angewandt. Da Herr Professor Wein- 
garten die Formel für Fachwerke ohne Beweis ,eine unrichtige 
und unbrauchbare“ nennt, bedarf hiernach, abgesehen von der 
Ausdrucksweise, keiner besonderen Zurückweisung. 

4. Herr Professor Dr. Weïingarten schlieft: ,Wir glauben 
nicht, da Ingenieure der Meinung zustimmen, die durch Erwär- 
mung veranlafte Ausdehnung eines unbelasteten Fachwerks 
ginge ohne Energieaufwand d. h. mit der Deformationsarbeit 
Null vor sich“. Da die Ausdehnung ohne Energieaufwand vor 


1) Weyrauch, Theorie elastischer Kôürper, Leipzig 1884, S. 212, 222. 

2) Grashof, Hydraulik nebst mechanischer Wärmetheorie u.s.w., Leipzig 
1875, S. 31, 32; Kirchhoff, Vorlesungen über mathematische Physik, I. Mechanik, 
Leipzig 1877, S. 117; Grashof, Theorie der Elastizität und Festigkeit, Berlin 1878, 
S. 370; Weyrauch, Theorie elastischer Kürper, Leipzig 1884, 5.107, 108, 111, 
153 u.s. w.; Müller-Breslau, Graphische Statik der Baukonstruktionen, I, Leipzig 
1903, S. 39, 46; sowie insbesondere Luegers Lexikon der gesamten Technik und 
ibrer Hilfswissenschaften, Artikel Verschiebungsarbeit. 
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sich gehe, hat natürlich Niemand bebauptet; Herr Professor 
Weingarten hat gewisse Energieen, insbesondere die Wärme- 
energie, einfach unberücksichtigt gelassen !). Der Zusatz ,d. h. 
mit der Deformationsarbeit Null“ bezieht sich auf die Wein- 
gartensche fingirte Deformationsarbeit. Versteht man unter De- 
formationsarbeit die Arbeit zur Ueberwindung der inneren Kräfte, 
so ist mit der Erwärmung eines unbelasteten Fachwerks nur dann 
eine Deformationsarbeit verbunden, wenn durch die Erwärmung 
Stabkräfte entstehen. Dies trifft im Allgemeinen bei statisch un- 
bestimmten Fachwerken zu, während Herr Professor Dr. Wein- 
garten auch dann eine Deformationsarbeit erhält, wenn über- 
haupt keine Kräfte wirken, welche eine Arbeit lei- 
sten oder erfordern kônnten. 


1) Vergl. Clausius, die mechanische Wärmetheorie 1, Leipzig 1887, S. 196; 
Weyrauch, GrundriB der Wärmetheorie, I, Stuttgart 1907, S. 385; Weyrauch, 
Theorie elastischer Kôrper, Leipzig 1884, S. 114, und Aufgaben hierzu, Leipzig 
1885, S. 257. 


Ueber die Summabilität Dirichletscher Reihen. 


Von 
Harald Bohr. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 17. Juli 1909 von D. Hilbert. 


In einer Note in den , Comptes rendus de l'académie des sciences 
à Paris“, vom 11. Januar 1909, habe ich die wichtige Rolle gezeigt, die 
der von Cesäro eingeführte Summabilitätsbegriff für die Dirichletsche 


Reihe DE spielt. 


In dieser Abhandlung werde ich sowohl einige der in meiner 
Note gegebenen Sätze etwas näher erôrtern, als auch eine Anzahl 
von neuen Sätzen über die Summabilität der Dirichletschen Reïhen 
. hinzufügen ‘).. 


Sei Sy. eine Reiïhe mit konstanten Gliedern, und sei 
1 


se — Su; 2 == DU re : Pl _— S Sr: 

= g=1 g=1 
dann heiïft die Reïhe 5, summabel der rt* Ordnung (r = 0, 1, 
2, ...) mit dem Summabilitätswert S, wenn 


S" È r ! 


(1) lim = $ 


n = © 


ist. 
Da bekanntlich aus (1) die Gleichung 


Cm) 
Jim EE = $ 
Sr oO 77 
1) Abgesehen von den letzten Bemerkungen über Fakultätenreihen und be- 
stimmte Integrale, ist die vorliegende Arbeit als wesentlich identisch mit einem in 
der Math. Gesellschaft zu Gôttingen am 29. Juni 1909 gehaltenen Vortrage anzusehen. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1909. Heft 8, 19 
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für jedes m => r folgt, ist eine von der rt Ordnung summable 
Reïhe auch saummabel der m*°* Ordnang für jedes # = r, und zwar 
mit demselben Sammabilitätswert S. 

In meiner oben zitierten Note habe ich für die Sammabilität 
beliebiger Ordnung den folgenden Satz aufgestellt. 


Satz I: Sei Su, summabel der r‘* Ordnung oder summabel oscillie- 


(r) 
rend der rt* Ordnung zwischen endlichèn Grenzen (a î. _ r l < const.), 
seien ferner die (r+1) Reihen 
@ ©0 (ee) 
(2) Zid'el Zndal ..…. Znldtal 
1 ] 
alle konvergent, und sei 
lime, = 0; 
ñn = 


dann ist die Reihe Su,.a, summabel der r'* Ordnung, und ihr 
Summabilitätswert ist gleich der Summe der absolut konvergenten Reihe 


> S® 4"! &.. 
Aus diesem Satze, dessen Beweis sich wesentlich auf eine mehr- 


malige Anwendung des partiellen Summationsverfahrens stützt, 
habe ich in meïner Note den folgenden Hauptsatz abgeleitet. 


. Satz Il: Sei im Punkte s — 5, — 6,+it, die Dirichletsche Reihe 


D) _ summabel der r'* Ordnung oder summabel oscillierend der rt 


Ordnung zwischen endlichen Grenzen;, dann ist sie summabel der rt” 
Ordnung für R(s) = 6 > 6. 


8 : a 3 
Beweis: Sel u, = 70 ? au, = per sr 


a He 
OC = FA 


dann ist nach Voraussetzung S\w, summabel oder summabel osc. 
zw. end. Gr. der rt Ordnung. Ferner ist, wenn ich s—s, = Ô setze 


lim «, = lim— = 0, 
n = © n= © n 
weil R(d) = 6—6, > 0 ist, und aus den Identitäten 
1 1 ie: 
De Eh um)  [ PT 
1 ail el dx, 
da, = 8(8+1).….(8+r) | az, [ az, [ ni 
n Z1 C7 r+1 


1) 4? «, bedeutet die pte Differenz: &,—pa,ss ...(—1)"(f)ass,...(— 1)Pa, se 
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folgt unmittelbar: 
1 


@) [dal=<1s|. pren 


1 
ARE ? LE [d'a |=< ||... [0+r| 


und hieraus sofort die Konvergenz der Reïhen (2). Nach dem 
Satze I ist also Su,.a, = > — sammabel der rt Ordnung und 


ibr Summabilitätswert ist gleich der Summe der absolut konver- 
genten Reïhe 


(® Ds (—) 
w. z. D. w. 


Aus Satz II folgt, wie in meiner Note erwähnt, die Eristenz 
einer Gerade à = À,, so dal die Reihe pe 
der rt* Ordnung ist, dagegen für © < À, nicht summabel der rt” Ord- 
nung ist. — 

Eine unendliche Reïhe Xu,(s), deren Glieder u,(s) Funktionen 
einer complexen Variablen s sind, soll in einem Gebiet G gleich- 
mäflig summabel der r'* Ordnung mit dem Werte S(s) heïifen, wenn in 
diesem Gebiete 


für 6 > À, summabel 


(r) 
Bin gioichnfix = 5 (1) 


neo n 


ist. 

Der Satz I läft sich dann leicht zu folgendem Satze verall- 
gemeinern. 

Satz III: Sei Su, summabel oder sum. osc. zw. endl. Gr. der rt 
Ordnung, seien ferner «,(s), ... a (s) ... Funktionen der komplexen 
Variabeln s, für die 1) |«,(s)| im Gebiete G eine endliche obere Grenze 
K, besitet; 2) lim a, = 0, und 3) die (r+1) Retihen 

n = @ 


SIA; nel; … Dn|d#a(s)] 
im Gebiete G alle gleichmüflig konvergent sind; dann ist Su, .u,(s) 
in G gleichmäfig summabel der rt” Ordnung mit dem Summabilitäts- * 
wert DS 4"# a, (s), wo die absoluten Beträge der Glieder der leteten 
Reïihe eine in G gleichmäflig konvergente Reihe bilden. 


Da nun, wenn ich «,(s) = — setze, aus den Ungleich- 


heiten (3) unmittelbar folgt, daB die «,(s) in jedem Gebiete 
> 6,+e [s| < const. 


den im Satze Ilaufgestellten Bedingungen genügen, so ergibt sich: 
19* 
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Satz IV: Wenn eine Dirichletsche Reihe fir s — 5, summabel 
oder s. 0. z. e. G. der rt Ordnung ist, dann ist sie gleichmäfig sum- 
mabel der r". Ordnung in jedem Gebiete, wofür 6 > 6,+e. und 
|[s| < const. ist. 

Nun gilt für gleichmäBig summable Reïhen der folgende all- 
gemeine Satz: 

Satz V: Eine in einem Gebiete G gleichmäflig der rt” Ordnung 
summable Reihe Du,(s), deren einzelne Glieder u,(s) in G überall 
reguläre analytische Funktionen sind, stellt in G durch 1hren Summa- 
bilitätswert S(s) eine überall reguläre analytische Funktion dar. Ferner 
darf die Reihe im Gebiete G beliebig oft gliedweise differentiiert werden, 
d.h. die Reihe Du(s) ist wieder summabel der rt" Ordnung und 
stellt die Funktion S®(s) dar. 

Beweis: Aus den Bestimmungsgleichungen folgt sofort, daf 
S® eine lineare Funktion von den * ersten Gliedern der Reihe 
Du, ist, und hieraus, daB, wenn die ,(s) in G reguläre analy- 
tische Funktionen sind, die S” gewiB auch in G reguläre analy- 

(r) 
tische Fanktionen werden. Aus der Voraussetzung: lim _ 
n—= © 

mäfig gleich S(s), folgt also nach dem WeierstraBschen Satze, daf 
der Sammabilitätswert S(s) eine in G reguläre analytische Funktion 
ist, womit die erste Behauptung bewiesen ist. Um die Zulässigkeit 
der p-mal gliedweisen Differentiation der Reïhe zu beweisen, kônnen 
wir erstens nach dem Weïerstrafischen Satze schlieBen, daB in G 
SA r! (p) 

( : | — 5 (s). 


nn 


gleich- 


(5) lim 


n = © 
Da aber nun, wie oben erwähnt, S° eine lineare Fnnktion von end- 
lich vielen Gliedern der Reïhe 5 u,(s) ist, muB gewiB (57)? — Sc 
sein, Wo So in ganz derselben Weise aus der p-mal gliedweise 
differentiierten Reihe Su” (s) gebildet wird, wie S°’ aus der ur- 
sprünglichen Reiïhe. Die Gleichung (5) läBt sich daher auch folgender- 
mafen schreiben: : 
sens PA : 
lim F — $' AS 


Fr 


diese letzte Gleichung sagt aber eben aus, daB Su°(s) summabel 


der r** Ordnung mit dem Summabilitätswerte S°’(s) ist, w. z. b. w. 


Da die einzelnen Glieder _ einer Dirichletschen Reihe sogar 


ganze transzendente Funktionen von s sind, folgt aus Satz V: 
Satz VI: Die für © > À, der rt” Ordnung summable Reihe >} Se 
n' 
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stellt durch ihren Suminabilitätswert f(s) eine in der ganzen Halbebene 
6 > À, überall reguläre analytische Funktion dar, und die Reihe darf 
in dieser Halbebene beliebig oft gliedweise differentiiert werden, d. h. 


Le p 
es ist für 6 > À, die Dirichletsche Reihe SEX wieder sumn- 


mabel der r#* Ordnung und zwar mit dem Werte fP(s). 


Man beweist ganz ebenso, daf man eine Dirichletsche Reihe 
in ihren Summabilitätsgebieten längs einer endlichen Kurve glied- 
weise integrieren darf u. s. w. 

Ich werde an dieser Stelle noch den folgenden Satz erwähnen, 
der einen speziellen Fall einer Reïhe von ähnlichen Sätzen bildet, 
die alle mittels des Satzes I leicht bewiesen werden kônnen. 


Satz VIT: Die Dirichletschen Reihen Des und gent 


? 


wo æ eine beliebige komplexe Zahl bedeutet, haben genau dieselbe Sum- 
mabilitätsabszisse À,(r = 0, 1, 2 ...). 

Man beweist ferner leicht den folgenden Satz: 

Satz VIII: Wenn eine Dirichletsche Reihe fs) = X . 
einem Punkte s, der Summabilitätsgerade 6 — À, summabel der m'* 
Ordnung (m Z r) mit dem Werte À ist, dann ist bei Annäherung ,im 
Winkelraum“ lim f(s) = À. 


S — Sy 


in 


Satz 1X: Sei f(s) = Y “e eine Dirichletsche Reihe mit der Sum- 


8 


mabilitätsabszisse rt Ordnung À, und der absoluten Konvergenzabszisse 
> À,; dann ist für 6 > À,+a(a > 0), und & beliebig klein 


— À,— a + € 


1 
: CU 

(6) F(I< K+lé] FRET 

wo K eine von 6 und t unabhängige Konstante bedeutet. 


Beweis: Sei 5, — 1,+3: dann folgt aus dem Ausdruck (4) 


sofort mit Hülfe der Ungleichungen (3), daf für 6 > 5, +5 — À,+e: 
5° 


n° 


OI<(E, 


etes. ….[s—s,+r)) < const. |s|"* 
2 - 
ist. Da ferner für 6 = l+6, |f(s)| < Konst. ist, folgt aus einem 
Satz von Herrn Lindelôf!) sofort die Ungleichuug (6) ?). 
1) Quelques remarques sur la croissance de la fonction £(s) [Bulletin des Sciences 


mathématiques, Ser. II, Bd. XXXII (1908) p. 341—356 (p. 344—348)]. 
2) Aus dem Satz IX, der, wie oben gezeigt, aus dem in meiner Note gege- 
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Wird der Satz IX auf die Reïhe £(s)(1—2") = 5 


angewendet, so bekommt man sofort, auch in der negativen Halb- 
ebene d. h. links für die imaginäre Achse, Abschätzungen für 
£(s) für groBe Werte von |t|. Diese Abschätzungen sind übrigens 
bekannt; man kann sie — sogar in etwas genauerer Form — durch 
Anvendong der Riemannschen Funktionalgleichung der £-Funktion 
ableiten. 

Für die Bestimmung der Saummabilitätsabszissen einer Dirichlet- 
schen Reïhe mittels deren Koefficienten gilt der folgende Satz: 

Satz X: Sei 1, > 0, dann ist 


n n 
= c, (S° = 2% en. 57 — 2 5) 5), 
q= == 


Von diesem Ausdruck für 4, ausgehend (oder auch direkt) 
kann man leicht den PES in meiner Note gegebenen Satz 
beweisen : 

Satz XI: Die Breîite des Summabilitätsstreifens r Ordnung ist 
kleiner oder gleich 1, d. h. 

4,—1,,, = 1. Go 0 1) 

Es gilt ferner der folgende und zwar tiefer liegende Satz: 

Satz XII: Es ist für jedes r: 

4-du Zu; 
d.h. die Breiten der Summabilitätsstreifen 1. 2. ... rt” Ordnung 
bilden eine monoton abnehmende Folge. 

Beweis: Ich setze 1, — à — wo ich « > 2 annehmen werde, 
damit die 8 GrôBen 4,, 4,,,, 4, gewiB alle positiv ausfallen —-, 
und 4, = a—1+b, wo ich 1=b=>0 annehmen darf, da im 
Falle b — 0 der Satz XII aus dem Satze XI unmittelbar folgt. 
Aus dem im Satze X gegebenen Ausdruck für die Summabilitäts- 


abszissen, kann man sofort die beiden folgenden Ungleichheïten 
ableiten : 


benen Ausdruck (4) unmittelbar abzuleiten ist, und zwar in genau derselben Weise 
wie der schon früher bekannte, r = 0 entsprechende, Satz, folgt, daB ne | 


(für #s > 4,—+e) mit unendlich wachsendem s sich gleichmäBig dem Werte 0 
nähert. Wie ich nach meinem Vortrage gesehen habe, ist dieser letzte, etwas 
speziellere Satz auch von Herrn M. Riesz gefunden und in einer Note: ,,Sur les 
séries de Dirichlet‘ (C. R. Paris, Sitzung 21. Juni 1909) publiziert. 
1) Dieser Satz lä8t sich auch in folgender Form aussprechen: 
Wenn c, > O0 ist, ist 4, —c,; wenn ç, <= O ist, ist 4, < €, 
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; [SP|<n TT firn>n, = n,(0) 
a 
[SE] > n°'+2#5-3  fir unendlich viele n. 


Wir sollen beweisen, da 4,,,—1,,, = 4,—1,,,, d.h. daf 
dus =2-,, —2, = 2(a—1+b)—x — a —-2+92b. 


Diese Ungleichung ist, — wie aus dem Satze X, auf 4,,, ange- 
wendet, leicht zu sehen — gewiB bewiesen, wenn wir nachweïsen, 
da es für beliebig s und N eine Zahl n = N gibt, für die 


(7) | str2 | A EE Bree 
ist. 

Sei also &, das ich  b annehmen werde, und N die beiden 
gegebenen Zahlen; es ist dann die Existenz einer Zahl n = N\, die 
(7) genügt, zu beweisen. | 

Ich bestimme erst 38 positive Zahlen 6,, 0,, à,, die den fol- 
genden 3 Bedingungen genügen: 


2e 


+ < 20,—-d,>e; 0,0, 
€ 1l:e b:e 
(. B. ô, = 19: d, = St 0, — ne 


Nachdem diese 3 Zahlen festgelegt sind, kann ich eine solche Zahl 
m bestimmen, daB für n —m die folgenden Bedingungen erfüllt 
sind : 


RSA Sue Las le Nc 
(9) no — p?-?: un n° (n9r—ès œ 1) a 

ee 5. 
(10) 1—2.n 8 > ge+r+i-s .n 8 


Nachdem jetzt m festgelegt ist, kann ich eine Zahl N, bestimmen, 
welche die folgenden Bedingungen erfüllt: 


NS AN MEN: | BETA | NET TT 
Wenn nun 
(11) | sé - N h'tT! 
ist, habe ich schon eine Zahl n(— N,) gefunden, welche den ur- 


sprünglich gestellten Bedingungen genügt, d.h. die > Nist, und 
für die (7) erfüllt ist. 


1 7 
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Daher wird der Satz bewiesen sein, wenn ich unter der Vor- 
aussetzung, (11) sei nicht erfüllt, d. h. unter der Voraussetzung : 
| st | < NPA 
nachweïisen kann, daBf dann notwendigerweise eine solche Zahl 
N, > N, (> N) existieren mul, für die | sr? | NT, 

Dies geschieht folgendermafen: Infolge (9) kann ich eine ganze 
Zahl p so bestimmen, da 
ŒDNP>P>N 
ist; ich werde dann nachweisen, daB N, — N,+p(<2N,) die 
Bedingung (7) erfüllt. Es ist nämlich, wie unmittelbar auszurechnen: 
+2) __ ç+2 __ qr+2 (+1) 
Sy, Ca S x+r 3 Sy, "+p8% 
+ (2: Si to) Sat +89 4,) 
folglich 
PRET ARE 
(7) (r) (r) 
PhSnal+@-1)|S4rl++ Sal) > 
NN ; Noel AN Te. = pPN der = 


S\ PE Loue Qu ul Ne EN 00 pe N'a = 


< 2€ £ 
NS SN NU ANS 
Netr+n-S | ge+r+—6 m3 | = GNT He 
N'ES W._ Z..D. .W. 


Aus dem Satze XII folgt speziellerweise, daf, wenn À, = 1,.,, 
ist, gewif auch À, = À, für mz1 ist. 

Ich werde hier noch den folgenden Satz erwähnen, der die 
Erweiterung eines von Herrn Landau’) gegebenen Satzes über 
Dirichletsche Reïhen in ihrem Konvergenzgebiete bildet, und dessen 
Beweis man mit Hülfe des Satzes IX und durch die Bemerkung 
über die Zulässigkeit der gliedweisen Integration leicht fübren kann. 


Satz XIII: Sei 1, die Summabilitätsabszisse r“' Ordnung der 


Reihe f(s) = Z n_ ynd sei 6, > À,; dann ist 


n' 


lim CE [l'a a fa. [Ta FE fe, + it) dt = 


1) DEN Pate à zur, analytischen Zahlentheorie. [Rendiconti del circolo mate- 
matico di Palermo, Bd. XXVI, 1908, p. 169—302 (p. 264).] 


tar 
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Aus diesem Satze folgt z. B. mit Rücksicht auf Sätze, die ich in 
meiner Note für die Reïhe See gegeben habe, da in dem 


obigen Sinne die Funktion £(s)(1—2") längs einer beliebigen Or- 
dinate den Mittelwert a, = 1 besitet. 

Auch für die Multiplikation der Dirichletschen Reïhen 
spielt die Cesärosche Summabilität eine wichtige Rolle, wie z. B. 
aus dem folgenden Satz hervorgeht. 


Satz XIV: Seien die beiden Dirichletschen Reihen Y _ 
konvergent für 6=6,; dann ist die durch HT Multiplikation der 
obigen Reihen gebildete Dirichletsche Reihe DE 


nung für 6>6,. 
Um diesen Satz zu beweisen, gehe ich von dem folgenden 
Satz über die Multiplikation allgemeiner Dirichletschen Reïhen aus: 


Seien die beiden Dirichletschen Reihen f(s) = Ÿa,.e *""* 
1 


— 2,.8 


und g(s) = È bis *** konvergent für s—5,, und sei > ce 
die aus en Reïhen durch formale Multiplikation elite 


112 


. — ên.8 
Dirichletsche Reïhe, dann ist, wenn ich 5, ei e ° setze, 


lim 8; (2 —2)+...+8,(zu — 2,) 


n = © CA 


ET F (8) 9 (So) 1), 


D. an, und benütze dann noch den folgenden leicht beweis- 


n° 


und >» 


baren Satz: Wenn 
L s, (log 2 — log 1) +. +5, (log (7 + 1) — log n) 
nina log (n + 1) € 


existiert, wobei s, — Sa, bedeutet, dann ist die Dirichletsche 
1 

Reihe © “ 

Richtigkeit des Satzes XIV. 


1) Diesen Satz habe ich in meiner, im Dezember 1908 der Kopenhagener 
Universität überreichten Magisterarbeit ,Om de Dirichletske Rækkers Konvergens“ 
aufgestellt. Unabhängig davon wurde er in derselben Fassung von Herrn M. Riesz 
in einer in den letzten Tagen erschienenen zweiten Note: ,Sur la sommation des 
séries de Dirichlet“ (C. R. Paris [Sitzung 5. Juli 1909]), von der ich nach der Voll- 
endung der vorliegenden Abhandlung Kenntnis genommen habe, ausgesprochen. 
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Wieder in einer ganz anderen Beziehung habe ich den fol- 
genden Satz gefunden : 
a, 


Sate XV: Sei für die Dirichletsche Reihe f(s) = X "+ die (r—1}t 
Summabilitätsabszisse À,_, = 1, und sei für 6 > n, wo 0 <n<1 ist: 


f(s) = 0 (IH), 


dann ist 


A 
S 
+ 
o 


4, 


l1+0c? 


wo c das Maximum der beiden Zahlen k und (1—7) bedeutet. 

Ich werde diesen Satz hier der Einfachheit halber nur für 
den speziellen Fall r — 1 beweisen; der Beweis des allgemeinen 
Satzes — für beliebige r — läft sich prinzipiell in ganz derselben 
Weise führen. 


Beweis: Sei s, = S a,, dann ist, weil die Dirichletsche Reihe 
T 


fs=Z 


a, 
n° 


nach Voraussetzung für 6 > 1 konvergiert, bekanntlich 


(2) 5, = O(n'*); _ — O(n?) (für beliebige 9 > 0) 


und f(s) in der Halbebene 6 = 1 durch die absolut konvergente 


Reihe Ss, F-r5) darstellbar. Es ist ferner 


nes US de Gr) de E 
n° (n + L SE J at FE n'*+ +s f a+ nt En 


$ n+1 & d s F{(n,s) 
me s(+0) f dx = net = ; 


2+s 
A 


wo für o>—-2e 
n+1 æ 2+0 
(13) |F, 1 £11.11+s1 f a f (5) dy < Konst. [s/' 
ist. 
Es ist nun für 6 > 1: 
Æ l 1 pi s, s,. F(n, s) 
(14) F() = 2x) etant 2 Tr nt 
wo die beiden ersten Reihen für 81 absolut konvergieren, 
während die letzte Reiïhe infolge (12) und (13) sogar für e>0 
absolut konvergiert, und wie unmittelbar zu sehen eine in dieser 
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Halbebene überall reguläre analytische Funktion g(s) darstellt. 
Aus (14) geht ferner hervor, da für o=1+: 


g(s) = O(|) 
ist, und aus (13), daf für 1+52=02Ze 
g(s) = O([F) 
ist, also nach dem Lindelôfschen Satze, da für 6 7 
g{s)= 0(tf 7) (für beliebige d > 0) 
ist. 
Schreiben wir jetzt (14) in der Form 


h(s) = 


= (F9 (8) 


so kônnen wir aus dieser letzten Gleichung unmittelbar schliefen, 
daf sowohl A(s) in der Halbebene 6 > y regulär ist, als auch für 
0>7 


h(s) = 0(H)+0(4*) = O(tf*). 


Aus diesen letzt gefundenen Resultaten über das Verhalten 
von h(s) für 67, mit der Gleichung (12) zusammen genommen 
folgt nun nach einem bekannten Satz von Herrn Schnee!), daÿ 

s 


a n+c+Ù 
27 ni me 6> SE Pee) d. h. für 571 konvergiert. 


Nun ist aber — wie z. B. aus dem Satze X gleich zu sehen — 


die Konvergenzabszisse der Reïhe 5 PE gleich der Summabili- 


tätsabszisse 1. Ordnung 4, der ursprünglichen Reihe 200 Es 


n° 
ist also 


W. Z. b. w. 

Der Satz XV läfit sich in viel allgemeinerer Fassung aufstellen; 
ich habe in dieser vorläufigen Mitteilung dem Satz XV nur des- 
halb die obige Gestalt gegeben, weil, wie gezeigt, der Satz in 


1) Zum Konvergenzproblem der Dirichletschen Reihen [Math. Ann. LXVI, 
1908]. Siehe auch Landau, Ueber das Konvergenzproblem der Dirichletschen 
Reihen [Rendiconti del circolo matematico di Palermo, Bd. XXVIIL, 1909] 


107 * 
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dieser spezielleren Form sich ganz elementar aus dem Schneeschen 
Satz ableiten läft, ohne daf man nôtig hat nochmals tiefergehende 
Untersuchungen über Dirichletsche Reihen anzustellen. 

Aus den Sätzen IX und XV kann man leicht folgern, daf, 
wenn À, — 4,.,, ist, gewiB auch 4, = 14,;, für »m Z 1 sein muñ, 
welche Tatsache auf S. 254 in ganz anderer Weise bewiesen wurde. 

Sei ferner En 1, = A; (1Z=— co); ; dann folgt aus dem Satz 


XV, da, wenR “die Funktion f(s) für Ga regulür und gleich 
O ([£ rot) ist, AZ aœ sein muff, weil die Annahme Ta LA 


wie unmittelbar zu sehen, zu einem Widerspruch “führt 1). Aus 
dieser Bemerkung mit den Sätzen VI und IX zusammen ge- 
nommen, läBt sich nun leicht der folgende sehr wichtige Schluf 
ziehen: an kann durch blofe Betrachtung des Verhaltens der durch 
die Dirichletsche Reihe dargestellte Funktion f(s) in allen Füällen den 
genauen Wert der Summabilitätsgrenzabszisse A bestimmen und zwar 
durch die folgenden 3 Sütze, die 3 verschiedenen Müglichkeiten ent- 
sprechen. 

Sutz XVI (a): Sei f(s) in einer gewissen Halbebene durch eine 
konvergente Dirichletsche Reihe dargestellt, und sei f(s) regulär für 
6>7Yy, dagegen nicht überall regulär für 6 => y—e (e beliebig klein); 
sei ferner für 6—y+e, f(s) = 0(|{|), wo K — Ke) eine positive 
von 6 und t unabhängige Konstante bedeutet, dann ist À genau = y. . 

Satz XVI(b): Sei f(s) regulür für GB, existiere aber eine 
solche Grülle « => B, dal es überhaupt keine Konstante K gibt, so daf 
f(s) = O(|tf) für co > a ist; dann muf es eine, durch einen Dede- 
kindschen Schnitt bestimmte, Grôlle y so geben, dal für e=—y+e, 
f(s) = O(féf) = O(ÉF'®) ist, während für 6 > y — & eine solche Glei- 
chung für kein K besteht; dann ist À = y. 

Satz XVI(c): Sei f(s) eine ganze transzendente Funkiton, und 
sei für 6 > a, wo « eîne belicbige reelle Zahl bedeutet, f(s) = O(|t|°) 
= O(|é|"®); dann ist À = — oo, d.h. dann ist die Reihe summabel 
in der ganzen Ebene. 

Diese 3 Sätze kann man kurz in folgender nicht ganz präzisen 
Form zusammenfassen : Eine Dirichletsche Reiïhe ist genau soweit 
summabel, als die durch die Reïhe dargestellte Funktion sowohl 
regulär als auch in bezug auf die Ordinate von endlicher Grüfen- 
ordnung bleibt. 

Da die 3 verschiedenen Môglichkeiten, die den 3 Sätzen XVI 


1) Diese letzte Bemerkung läft sich auch aus einem in anderer Richtung 
gehenden Satz von Herrn M. Riesz in seiner oben erwähnten Note vom 21. Juni 
ableiten. 


Tax 
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entsprechen, wirklich auch alle vorkommen, läft sich durch die 
folgenden Beïspiele zeigen. 
Für XVI(c) ist vielleicht das einfachste Beispiel die Reïhe 


n+1 
sie = £(s)(1—2""), die ich in meiner Note näher be- 
sprochen habe. 

Für XVI(b) habe ich direkt Beispiele konstruiert, und zwar 
solche, wo man den genauen Verlauf der Summabilitätsabszissen 
1,(r = 0,1,2...) verfolgen kann. Die blofe Existenz einer diesem 
Falle entsprechenden Dirichletschen Reïhe kann man aber auch 
durch die folgenden einfachen Betrachtungen nachweisen: Wenn 


eine Dirichletsche Reïhe f(s) = S Le 


n° 


für 6 => 1 absolut konver- 


giert, ist gewiB auch e’/* für o > 7 durch eine absolut konvergente 
Dirichletsche Reïhe darstellbar, nämlich durch die durch formale 
Rechnungen aus 


An 


Se 
Pen c'e ‘ se > 
abgeleitete Reïhe. 
b 


Es folgt aus dieser Bemerkung, dai e“” = Y px gewiB eine 


dem Fall XVIb entsprechende Reïhe bildet, wenn die durch die 
Dirichletsche Reihe 5 dargestellte Funktion f(s) z. B. eine 


n' 
ganze Transzendente ist, für die es aber eine reelle Grôfe 6, s0 
gibt, daB R(f (6,+it)) nicht < [f|+ Konst. bleibt; eine solche Fanktion 
f(s) bildet aber z. B. gewiB mindestens eine der 3 Funktionen 
+ £(s) (1— 27) oder i.6£(s) (1-2). 

Als ein besonders interessantes Beispiel des Satzes XVI (a) 
môchte ich die Reihe Z-“(), die die Funktion 1:£(s) &arstellt, 


hervorheben. 
Für diese Reihe ist A genau gleich #, wo # die obere Grenze 


d. h. der Nullstellen von £(s) 


a, 1 a, \° 
Dee 


der reellen Teile der Pole von 


1 
&(s) 
bedeutet. 
Wenn z. B. die Riemannsche Vermutung # = # richtig ist, mu 4 
genau gleich 4 sein. Durch einen Satz von Herrn Landau ist bekannt, 
daB, im Falle 9 < 1, die Ungleichung # = 1, < 1 besteht, wo 4, die 


Konvergenzabszisse der Reihe X tai bedeutet !). 


1) Durch Satz XVI ist gezeigt, daB die Summabilitätsgrenzgerade 6 — 4 
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In meiner Note habe ich noch erwähnt, daf die Cesärosche 
RTE 5 en ! Ë 5 a, .n! 
Summabilität auch für die Fakultätenreihen X Lan) 
eine wichtige Rolle spielt, und zwar eine ganz ähnliche wie für 


die Dirichletsche Reïhe Y “a + In der Tat kann man mittels des 


Satzes I die Existenz einer Summabilitätshalbebene 6 > À,, mittels des 
Satzes IT die gleichmäflige Summabililüt in der Umgebung jedes (von 
0, —1, —2,... verschiedenen) Punktes dieser Halbebene nachweisen 
ü. 8. W. 

Ich werde hier nur den folgenden Satz erwähnen, der einem 
von Herrn Landau’) gegebenen Satz über die gleichzeitige Kon- 
vergenz und Nichtkonvergenz einer Fakultätenreihe und der ,ibr 
zugehôrigen“ Dirichletschen Reïhe ganz entspricht, und den man 
leicht mit Hilfe des Satzes I beweisen kann. 


Satz XVII: In jedem (von O, —1, —2... verschiedenen) Punite 
sind die Fakultätenreihe 
a, .n! 
2 + D GE *) 


eine für die analytische Funktion f(s) tiefgehende Rolle spielt; man kônnte ver- 
muten, daB ein ähnlicher Satz für die Konvergenzgerade 6 = 4, (Allgemein für 
die einzelne Summabilitätsgeraden o — 1,) gilt, oder genauer ausgedrückt: 

Man kônnte vermuten, daB es eine bestimmte Konstante K, so gibt, daB jede 
Dirichletsche Reïhe genau so weit konvergiert, wie die dargestellte analytische 
Funktion sowohl regulär als auch — O(|t|*°) bleibt. Angenommen, dies sei der 


—]}h+1 
Fall, dann müfte, wie aus der Reihe se bekannt, die Konstante K, gleich 


4 sein. DaB ein solcher Satz aber nicht gilt, geht aus der folgenden Bemerkung 
LA 


hervor: Die spezielle Dirichletsche Reihe Ÿ wo a, = +1, für n — m" 


n°? 
(= 1,4,27,...), a" = —1 für n = m"+1(— 2, 5, 28,...); a, — 0 für alle andere 
n, hat die Konvergenzabszisse 1, — O0 und die Summabilitätsabszisse 1, — —1, 80. 


daB f(e) gewiB für o > —1 regulär ist. Sei aber s eine beliebig kleine GrôBe, 
dann ist z. B. für o = 5 f(s) = O(|t|£), während die Reihe ja, wie erwähnt, 
pur bis zur imaginären Achse konvergiert. — Diese letzte Reihe bildet in mehreren 
Hinsichten ein ganz interessantes Beispiel einer Dirichletschen Reihe Y _— Sie 


hat z. B. keinen bedirgten Konvergenzstreifen, während die durch die Reihe dar- 
gestellté Funktion doch keine Singularitäten auf der Konvergenzgerade 6 = | — 
1 = 0 oder in ihrer beliebigen Nähe beszt. Ferner ist, trotzdem wie gesagt 
1—1, = 0 ist, doch 4,—1, + 0 und nimmt sogar seinen grôBten Wert + 1 an. 

1) Über die Grundlagen der Theorie der Fakultätenreihen [Münch. Berichte 
Bd. XXXVI, 1906] p. 151—218 (p. 167). 
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und die Dirichletsche Reihe 
a, 
2% 
gleichzeitig summabel der r‘* Ordnung oder gleichzeitig nicht sum- 
mabel der rt Ordnung (r — 0, 1, 2,...). 
Für die Binominalkoefficientenreihe habe ich den folgenden ganz 


entsprechenden Satz gefanden, der im Falle r — 0, d. h. im Falle 
der Konvergenz, ebenfalls schon von Herrn Landau) bewiesen ist. 


Satz XVIII: Die Binominalkoefficientenreihe 
(s—1)...(s—n) 
3e. 


| 
und die Dirichletsche Reihe 


a (1) 
>> PRET À 
sind in jedem (von 1,2,... verschiedenen) Punkte gleichzeitig sum- 
mabel oder nicht summabel der r‘" Ordnung. 
Es folgt z. B. aus den Sätzen XVII und XVIII mit Rück- 
sicht auf Sätze die ich in meiner Note für die Dirichletsche 
#4 +1 & 
Reihe Y EL 


n° 


gegeben habe, daB die beiden Reïhen 


(—1)*.n! A (s—-1)...(s—n) 
nl Er An 2! 


in der ganzen Ebene summabel sind, und eine meromorphe Fanktion 
mit den einzigen Polen 0, —1, —2,..., bezichungsweïse eine ganze 
transzendente Funktion darstellen. 


Auch für die sogenannten allgemeinen Dirichletschen Reiïhen 
sowie für eine Klasse von bestimmten Integralen läft sich, wie 
in meiner Note erwähnt, eine der obigen ähnliche Summabilitäts- 
theorie aufbauen. Ich werde dies in einer demnächst erscheinenden 
Arbeit, in welcher ich insbesonders die Summabilitätstheorie der 
bestimmten Integrale behandeln werde, näher erôrtern, und 
môchte hier nur im Anschluf an eine frühere Arbeit?) als ein 


1) Über die Grundlagen der Theorie der Fakultätenreihen [Münch. Berichte 
Bd. XXXVI, 1906] p. 151—218 (p. 194). 

2) H. Bobr: Recherches sur la multiplication de deux intégrales. — [Aca- 
démie royale d. sc. et d. lettr. de Danemark 1908, No. 4]. 
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wie mir scheint ganz interessantes Beispiel erwähnen, daB das 
bekannte Integral J €®,x "dx, das ja für 1=6—0 konvergiert 


(bedingt) und die Funktion 1'(1—s) PAS darstellt, in der ganzen 
Halbebene 6 < 1 summabel ist, oder genauer, daB es — ganz wie 
die Dirichletsche Reïhe 5 (—1)"*' #7" — für 0 > 6 => —1 summabel 
der 1.Ordnung, für —-1=6=—2 summabel der 2. Ordnung im 
allgemeinen für —(r—1) >6=>(—7) summabel der rt" Ordnung ist !). 


1) Diese Tatsache läBt .sich aus einem allgemeinen Integralsatz, der 
dem Satze II ganz entspricht, unmittelbar ableiten. Ich bewies damals (1. c. 
p. 226) als Anwendung eines Multiplikationssatzes für konvergente Integrale, daB 


D 
k ei*. x dx für —1<6<—<0 summabel der 1. Ordnung war. Ich bemerke noch, 
0 


@ 
daB man, für das spezielle Integral “ ex "dx, die Summabilität in der ganzen 
0 


Halbebene 6 < 1 auch durch Anwendung eines Multiplikationssatzes für summable 
Integrale beweisen kann, welcher die Erweiterung meines damals gegebenen 
Multiplikationssatzes für konvergente Integrale bildet. 


Ueber die quantitative Giltigkeit des Ladungs- 
gesetzes für Dielektrika. 


Von 
Alfred Coehn und Ulrich Raydt !. 


Vorgelegt von E. Riecke in der Sitzung vom 31. Juli 1909. 
Mit 6 Figuren im Text. 


Für die Elektrizitätserregung bei der Berübhrung verschiedener 
Dielektrika hat der Eine von uns den Satz aufgestellt: Stoffe 
von hôherer Dielektrizitätskonstante laden sich posi- 
tiv bei der Berührung mit Stoffen von niederer Dielek- 
trizitätskonstante”) Zur Prüfung diente das vorhandene 
Material aus der älteren Literatur. Es wurde ergänzt, nachdem 
als geeignete Methode zur Untersuchung die elektroosmotische 
Ueberführung von Flüssigkeiten in Kapillaren erkannt war: die 
Wanderungsrichtung der Flüssigkeiten zeigte deren Ladungssinn 
gegen die feste Wand*). Der Satz, angewendet auf schlecht- 
leitende Stoffe, für die allein er ausgesprochen war, wurde in 
weitem Umfange als zutreffend erwiesen. 

In der genannten Arbeit findet sich der Hinweis, daB dem 
Ladungsgesetz nicht nur eine qualitative, sondern auch eine quanti- 
tative Bedeutung zukäme. Treibt man nämlich durch elektro- 
osmotische Ueberführung eine Flüssigkeit in einer Kapillarrühre 
in die Hôhe, so tritt durch die Gegenwirkung der Schwere ein 


1) Vgl. die demnächst erscheinende Dissertation von U. Raydt, Güttingen 
1909. 

2) A. Coehn, Wied. Ann. 64, 217, 1898. 

3) Vgl. meine (C.) Zusammenstellung über Elektroosmose und Strômungs- 
strôme in dem Kapitel ,Elektrochemie“ in Müller-Pouillets Lehrbuch der Physik. 
10. Aufl. 1909. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matbh.-phys. Klasse. 1909. Heft 8. 20 
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stationärer Zustand ein. Die diesem entsprechende maximale Steig- 
hôhe, bis zu welcher verschiedene Flüssigkeiten durch die gleiche 
elektromotorische Kraft emporgetrieben werden, muB (unter Be- 
rücksichtigung des spezifischen Gewichtes) abhängig sein von der 
Potentialdifferenz zwischen der Kapillarwand und der Flüssigkeit. 
Die quantitative Giltigkeit des Ladungsgesetzes würde fordern, 
daf die Aufladungen verschiedener Flüssigkeiten gegen die Kapillare 
und damit also die Steighôhen in derselben Kapillare bestimmt 
sind durch die Dielektrizitätskonstanten der sich berührenden Stoffe. 
Es wurde in jener Arbeit angedeutet, daf in einigen Zahlen, welche 
Tereschin ohne Vermutung eines solchen Zusammenbangs für die 
elektroosmotischen Steighôhen von Wasser, Methylalkohol und 
Aethylalkohol gegeben hatte, die vermutete GesetzmäfBigkeit sich 
zeigte. Die Durchführung der quantitativen Prüfung bildet den 
Gegenstand der vorliegenden Untersuchung. | 

Es stehen dafür zwei Wege zu Gebote. Entweder man sucht 
in der angegebenen Weise die maximale Steighôhe auf, bis zu 
welcher verschiedene Flüssigkeiten durch dieselbe elektromotorische 
Kraft in der gleichen Kapillare getrieben werden oder man benutzt 
das inverse Phänomen und mift die elektromotorische Kraft der 
Strômungsstrôme, welche sich ausbilden, wenn die Flüssigkeiten 
mit gleichem hydrostatischem Druck durch dieselbe Kapillare ge- 
trieben werden. 

Beide Wege wurden eingeschlagen und erwiesen sich als 
gangbar. Die vorliegende Untersuchung wurde auf dem ersten 
Wege durchgeführt, nachdem es gelungen war, eine Anordnung 
aufzufinden, welche bei einfacher Handhabung zuverlässig reprodu- 
zierbare Resultate ergab. 


Versuchsanordnung. 
À. Zu stellende Anforderungen. 


Den wesentlichsten Bestandteil der Anordnung bildet die 
nUeberfübrungskapillare“. Für diese kommen die folgenden For- 
derungen in Betracht: 


a. Die Steighôhe soll môglichst genau festzu- 
stellen, also groB sein. Der Zusammenbang zwischen der 
Steighôhe », der Länge ! und dem Radius der Kapillare R ist 
gegeben durch: 
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1. À ist unabhängig von / 
2. h ist proportional _. 
Beide Erkenntnisse, deren Giltigkeit geprüft bezw. nachgeprüft 
wurde, liegen bereits in den Messungen von Quincke; die erste 
kommt aber darin nicht zum Ausdruck. 

Die Kapillare wäre hiernach môglichst eng zu wählen. 

b. Die Zeit bis zur Einstellung soll kurz sein. 
Für die Einstellungszeit T wurde in besonderen Versuchen ge- 
fanden : 

8. T'ist proportional / 
: : 1 
4. T'ist proportional 7° 

Mit dem Vorteil des Anwachsens der Steighôhe durch die 
Wabl engerer Kapillaren ist also der Nachteil viel stärkeren An- 
wachsens der Einstellungszeit verbunden. Diesem Nachteil kann 
zum Teil (nach b,3) durch Verkürzung der Kapillare begegnet 
werden und in gesteigertem MaBe dadurch, daB sehr enge und 
sehr kurze Kapillaren in grofer Anzahl nebeneinander geschaltet 
werden. 

Von diesen Erwägungen ausgehend wurden in den ersten Ver- 
suchen nicht Einzelkapillaren, sondern sehr dünne und feinporige 
Diaphragmen aus Pukallmasse von der Kôniglichen Porzellan- 
Manufaktur in Berlin verwendet !). 

c. Die Steighôhen für verschiedene Flüssigkeiten 
müssen sicher reproduzierbar sein. Dazu ertorderlich ist 
die Môglichkeit vollkommener Reinigung beim Uebergange von 
einer Flüssigkeit zur anderen. Diese aber bot bei den Pukall- 
Diaphragmen Schwierigkeiten. Zudem war hier die Kontrolle, ob 
eine Anzahl der feinen Poren verstopft oder sonst verändert war, 
schwer ausführbar. Da aber in sicherer Reproduzierbarkeit der 
Werte die Hauptforderung für die Durchführung der Untersuchung 
bestand, so wurde zu ihren Gunsten auf die Vorteile, welche die 
Pukallzellen boten, verzichtet und die leichter zu reinigende und 
zu kontrollierende Einzelkapillare aus Glas verwendet. 

Bei der Wahl der Dimensionen wurde auf kurze Steigzeit 
Gewicht gelegt: Die benützten Kapillaren waren nur etwa 5 mm 


1) Diese Versuche habe ich in Gemeinschaft mit Herrn Dr. Ezio Pari- 
belli ausgeführt; seine Abreise nôtigte ibn, die Arbeit abzubrechen. Ich môchte 
nicht unterlassen, Herrn Dr. Paribelli für die Sorgsamkeit zu danken, mit der 
er in kurzer Zeit diesen Teil der Arbeit fürderte. C. 
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lang, der Radius betrug 0,274 bis herab zu 0,065 mm. Damit 
aber war die Steighôhe so herabgesetzt, daB mikroskopische Ab- 
lesang erforderlich wurde. Es betrug z. B. die Steighôühe für 
Wasser in dem definitiven Apparat bei einem Radius der Ueber- 
führungskapillare von 0,118 mm für eine Spannung von 880 Volt 
8,63 mm. Die Ablesang geschah mit einem Okularmikrometer, in 
welchem 55 Skalenteile auf 1 mm kamen. 

An die ziemlich dickwandigen- Kapillaren wurden weitere 
Glasrôhren, in welche Platindrähte eingeschmolzen waren, ange- 
setzt. Um bezüglich der Dimensionen der Kapillare definierte 
Verhältnisse zu haben, erwies es sich als nôtig, die Ansatzstellen 
nicht mit dem üblichen konischen Verlauf, sondern so scharf zu 
machen, daB der Durchmesser der Kapillare dort sich nicht änderte, 
was durch Verwendung sehr dünnwandiger AuBenrôhren ziemlich 
sicher gelang, wie die mikroskopische Prüfung zeigte. 

Die eine der weiteren Ansatzrôhren konnte man wieder in 
eine Kapillare, die ,Beobachtungskapillare“ auslaufen lassen, - in 
welcher das Ansteigen verfolgt wurde. Beschickt man nun einen 
solchen Apparat, welcher im Prinzip ungefähr dem von Quincke 
benutzten Steigapparat entsprechen würde, mit verschiedenen 
Flüssigkeiten so zeigt sich, daB nach angelegter Spannung die 
Gestalt und damit bei den kleinen Steighôhen die Einstellung des 
Meniskus in der Beobachtungskapillare auch von der Oberflächen- 
spannung der Flüssigkeit abhängt. Es war also noch die weitere 
Forderung zu erfüllen, daB beim Wechseln der Flüssigkeit 
in der Ueberführungskapillare die Beobachtungska- 
pillare immer mit derselben Flüssigkeit beschickt 
werden kann. 


B. Die definitive Anordnung. 


Die Figur 1 gibt ein Bild der endgültigen Anordnung. X, 
ist die Ueberführungskapillare, in welche die zu untersuchenden 
Flüssigkeiten gebracht werden. X, die Beobachtungskapillare, 
welche immer dieselbe Flüssigkeit enthält. In den meisten Ver- 
suchsreihen wurde dazu Methylalkohol benutzt. Beide Flüssig- 
keiten sind getrennt durch eine Quecksilbermasse in einem s0 
weiten U-Rohr, daB dadurch die Steighôhe nicht erheblich ver- 
mindert wurde. Der Durchmesser der Beobachtungskapillare X, 
betrug 1 mm, der des U-Rohres am Quecksilberspiegel 20 mm. Die 
Querschnitte verhalten sich also wie 1:400; dementsprechend die 
Verschiebung des Quecksilbermeniskus zu dem Meniskus in der 
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Figur 1. 


Beobachtungskapillare wie 1:200. Unter Beobachtung der spe- 
zifischen Gewichte beträgt also die Herabsetzung der Steighôhe 
durch das Quecksilber noch nicht 10 °/o. 

Von der Biegung führt nach oben ein Rohrr. Es dient dazu, 
Quecksilber nachzufüllen oder herauszusaugen, um dadurch den 
Meniskus in der Kapillare X, an eine für die Beobachtung bequeme 
Stelle bringen zu kônnen. 

Beim Hin- und Herdrücken der Flüssigkeit kam es vor, daf 
die Glaswand benetzt wurde und da dann ein Kriechen der 
Flüssigkeit zwischen Glaswand und Quecksilber erfolgte, was sich 
in fortdauernder rascher Eigenbewegung des Meniskus zeigte. 
Dies wurde dadurch vollkommen verhindert, daf in das U-Rohr 
ein durchlochtes Platinblech Pf eingeschmolzen und sodann elektro- 
lytisch amalgamiert wurde: an dem vom Quecksilber benetzten 
Blech ist ein Kriechen der Flüssigkeit ausgeschlossen. (Bei den 
späteren Versuchen wurde das U-Rohr so lang gemacht, daf auch 
ohne das eingeschmolzene Platinblech bei der Bewegung keine 
Benetzung der Wand eintrat.) 

Die eine (rechte) Seite des U-Rohres verjüngt sich zu einer 
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Glasrôhre von ca. 3 mm Weïite, die an ihrem Ende die Beobach- 
tangskapillare X, von 1 mm Durchmesser trägt. Um diese während 
längerer Pausen benetzt und damit den Meniskus gut beweglich 
zu erhalten, dient der Hahn, bis zu welchem die Flüssigkeit im 
Ruhezustande hinaufgedrückt wird. 

Der Hauptteil des Apparates, die Ueberführungskapillare X, 
wird mittels des mit Quecksilber zu dichtenden Schliffes S aufge- 
setzt. Die als Elektroden dienenden Platindrähte sind bis nahe 
an die Kapillare geführt und — um ein Eindringen zu verhüten — 
an den Enden umgebogen. Die kugelfôrmige Erweiterung a dient 
zur Konstanterhaltung des Niveaus während der Bewegung in 
der Kapillare. Der Kork b trägt einen Glasansatz c, der das 
Eindringen von Staub verhüten soll und auBerdem ermôglicht, die 
Flüssigkeit mittels Gummigebläse hin und her zu bewegen. Aufer- 
dem klemmt dieser Kork die eine Elektrode e, fest, die andere, 
e, ist eingeschmolzen. 

Um die Füllung des linken Teiles des Apparates ohne Luft- 
blase zu ermôglichen ist noch die Kapillare X, angesetzt. Man 
drückt aus der gefüllten Glaskugel a die Flüssigkeit durch die 
Kapillare X, und kann dann leicht den Schliff S so drehen, 
daB alle Luft durch X, entweicht. Noch einem anderen Zweck 
dient X,. Es erwies sich oft als wünschenswert die Flüssigkeit 
in der Kapillare X, zu erneuern, ohne daB dadurch das immerhin 
umständliche Auseinandernehmen und Zusammensetzen nôtig ge- 
wesen wäre. Das ist mit Hilfe von X, ohne weiteres ausführbar. 
Man schlieft den Hahn an der Beobachtungskapillare, drückt und 
läft die Flüssigkeit durch X, ausfliefen. 

Freilich wird durch das Anbringen von X, die Steigzeit etwas 
vergrôBert, da jetzt die Ueberführungskapillare X, auf zwei Steig- 
kapillaren, X, und X, zu arbeiten hat. Der Durchmesser von X, 
konnte aber so gewählt werden (0,4 mm), daB diese Zunahme der 
Steigzeit auf ca. 10 °/o beschränkt blieb. 

Der ganze Apparat wurde in sicherer Aufstellung in einen 
groBen Thermostaten gesetzt, dessen Wasserspiegel in der Figur 
durch die Linie A4 angedeutet ist. 

Für die Reinigung der (aus Jena von Arno Haak bezogenen) 
Kapillaren wurde nach zahlreichen ungünstigen Erfahrungen mit 
den von Quincke!), Clark”), Dorn”) und anderen angewandten 


1) Pogg. Ann. 113, 513, 1861. 

2) Wied. Ann. 2, 335, 1877. 

8) Wied. Ann. b, 20, 1878. 8, 119, 1879. 9, 513, 1880. 10, 56, 1880. 12, 
149, 1881. 
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Methoden als die einfachste und am sichersten zum Ziel führende 
ein längeres energisches Ausdampfen erkannt. Es scheint daB die 
von den anderen Autoren verwendeten starken Säuren sich nicht 
vollständig von den Wänden entfernen lassen. Der auf den Schliff 
bei S aufzusetzende Teil des Apparates wurde mit dem durch 
einen Kork gesteckten Ansatzstück der Kugel a auf einem Dampf- 
kessel befestigt und einige Stunden kräftig ausgedampft; es konnte 
dabei mit solchem Ueberdruck gearbeitet werden, daB auch durch 
enge Kapillaren der Dampf mit grofer Geschwindigkeit hindurch- 
strômte. Bei Nichtbenutzung wurde die so gereinigte Kapillare 
stets mit Wasser oder Aceton benetzt gehalten. 

Die an die Elektroden e, und e, gelegte Spannung war in den 
meisten Fällen die Gesamtspannung des städtischen Netzes von 
440 Volt. Sie wurde bestimmt mit einem Voltmeter, dessen Fehler- 
grenze 0,5 ‘/o betrug. Der isoliert aufgestellte Thermostat selbst 
wurde mit Hilfe des in die Quecksilberdichtung hinabreichenden 
Platindrahtes e, auf das Potential der Elektrode e, geladen. Das 
war notwendig, da sonst der Thermostat das Potential der Erde, 
also gegen e, die Spannung + 220 Volt gehabt hätte. Diese 
Spannung hätte an den Enden des Schliffs gelegen und sie würde 
durch ihn wie durch ein System feinster Kapillaren die Flüssigkeit 
elektroosmotisch getrieben haben. Wie der Versuch zeigte, würde 
die dadurch herbeigeführte Steighôhe die von der viel weiteren 
»Ueberführungskapillare“ hervorgerufene vüllig überdeckt haben. 

Endlich konnte noch die Stromstärke zwischen den Elektroden 
gemessen werden mit Hilfe eines ebenfalls nebst der Zuleitung 
isoliert angebrachten d’Arsonval-Spiegelgalvanometers von der 
Empfindlichkeit 10* Amp./mm. 

Bei den Versuchen wurde die Spannung von 440 Volt komu- 
tiert, also die zu 880 Volt gehürige Steighôhe bestimmt. Dieses 
Verfahren hatte auBer der VergrôBerung der Ablesungs-Genauig- 
keit noch den Vorteil, daB damit der EinfluB einer durch Tempe- 
raturänderung herbeigeführten Eigenbewegung des Meniskus elimi- 
niert wurde. Erfolgt das Kommutieren und das Ablesen der 
Steighôühe in gleichen Zeitintervallen, so mu bei gleichmäBiger 
Eigenbewegung deren bald sich addierender bald subtrahierender 
Betrag konstant und damit der Mittelwert aus den beiden Ab- 
lesungen gleich sein. 

Ein Beiïspiel mit besonders starker Eigenbewegung sei ange- 
führt, um die sämtlichen Versuchen gemeinsame Form der Be- 
obachtungsaufnahme zu zeigen. . 
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Einstellung| 4 in ÿ Angelegte |» Steighôhe 
auf SX. T. | SK. T.| “ ““** | Spannung | für 880 V. 
80 440 
are 60,5 Flüssigkeit : 
9; 440 
RE? 58.0 rt Aceton. 
438 
4 60,0 Jede Minute 
17,5 438 abgelesen und 
58,0 k ; 
75,5 438 ommutiert. 
60,5 59,25 
15,0 440 
58,0 
73,0 440 
61,0 
12,0 
57,b 
69,5 


Man erkennt in der zweiten Reïhe Awita das gleichmäfige 
Schwanken um einen Mittelwert, der in der dritten Reihe gut 
übereinstimmende Werte gibt. 

Der Apparat wurde mit Aceton geeicht. Bestimmend dafür 
war, daf Aceton sich als besonders unempfindlich gegen unkon- 
trollierbare Verunreinigungen erwies, daf es bei seiner kleinen 
inneren Reïibung sich rasch einstellte, da es einen ziemlich hohen 
Steigwert gab, endlich da es sich mit allen untersuchten Flüssig- 
keiten gut mischte und so ein bequemes und leicht zugängliches Mittel 
zum Entfernen der letzten Spuren jener Flüssigkeiten gab. Nach der 
Festlegang des Wertes für Aceton wurden Kugel und Schliff mit der 
neuen zu untersuchenden Flüssigkeit ausgespült, dann die Kugel voll- 
gefüllt und durch langsames Hindurchfliefenlassen durch die Kapillare 
erreicht, das auch hier die neue Flüssigkeit die alte mit Vollständig- 
keit verdrängte. Vorteilhaft erwies sich dabei häufig eine Unter- 
stützung des FlieBens durch Anlegen einer Spannung. Nachdem 
die Steighôühe für die neue Flüssigkeit gemessen war, 
wurde in allen Fällen wieder die Eichflüssigkeit ein- 
gefüllt und noch einmal der Wert für Acetongeprüft. 
Stimmten die einschlieBenden Werte untereinander nicht innerhalb 
der Fehlergrenzen, so war die Kapillare nicht in Ordnung. Sie 
wurde am Schliff S herausgenommen, ausgedampft, wenn nôtig 
wurde eine neue eingeschmolzen. Das bequeme Verfabren des 
Einschliefens aller Werte in zwei solche für Aceton erlaubte, drei 
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gleiche auf den Schliff S aufgepañte Teile abwechselnd zu benutzen, 
ohne daB die Kapillaren genau gleich waren. 

Die gemessenen Werte (in Skalenteilen der Mikrometerskala ; 
55 Sk.T. — 1 mm) wurden verglichen mit denjenigen, welche man 
bei exakter Giltigkeit des Ladungsgesetzes erhalten mufte. Die 
Steighôhe ist ein MaB für die Potentialdifferenz der sich berüh- 
renden Stoffe und diese soll bestimmt sein durch deren Dielektri- 
zitätskonstanten. Es müssen also hier die Steighôhen h für ver- 
schiedene Flüssigkeiten proportional sein der Differenz der Dielek- 
trizitätskonstanten D von Flüssigkeit und Glas: 


h; D: — Dors 
brio. Dans, La Does 

Als Standardwert, auf den alle Angaben bezogen wurden, 
wurde derjenige für den Stoff mit der hôchsten Dielektrizitäts- 
konstante, Wasser, gewählt; auch aus dem Grunde, weil hier die 
Angaben der verschiedenen Autoren für die Dielektrizitätskon- 
stante nur wenig um den Mittelwert schwanken. Als das Ver- 
hältnis der Steighôhen von Aceton zu Wasser, welches sehr sorg- 
fältig festgelegt wurde, ergab sich 60 : 210, so daB sich die PeE 

hôhe des Wassers aus der des Acetons berechnet 


hwasser = aa 


Die zuverlässigsten Angaben für die Dielektrizitätskonstante 
des Wassers dürften sein: Cohn 80, Tereschin 83,7, Heerwagen 
80,8, Franke 81,8, Nernst 80, Ratz 80,9, Turner 81,07, Smale 80 '. 

Als Mittelwert daraus ergibt sich D = 81,0. Der Wert für 
das zu den Kapillaren benutzte Glas wurde nach der Nernstschen 
Methode mit Hilfe des von Starke ?) verwendeten Kunstgriffes zu 
6,0 gefunden. 

Aus dem Wert der Steighôhe für eine Flüssigkeit und dem- 
jenigen für Aceton mit derselben Kapillare berechnet sich also 
die Dielektrizitätskonstante für die Flüssigkeit : 


Bacotr-210 1 (81,0— 6,0): (D; — 6,0) 


60 
h, . 75.60 


Di pes Tr re 210 ss Ë De 


Die untersuchten Flüssigkeiten. 


Näber untersucht wurden vierundzwanzig Flüssigkeiten. Bei 
ihrer Auswahl wurde Gewicht darauf gelegt, da solche von müg- 


1) Vgl. Winkelmann, Handb. IV, 1. 144. 2) Wied. Ann. 60, 641, 1897. 
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lichst verschiedener chemischer Natur herangezogen wurden, ferner, 
daf ihre Dielektrizitätskonstanten sich über das ganze in Betracht 
kommende Gebiet von 2 bis 81 verteilten. Im übrigen waren die 
zufälligen Eigenschaften des Preises und der leichten Beschaff- 
barkeit bestimmend. 

Untersucht wurden Wasser, Alkohole, Aldehyde, Ketone, Ester, 
Nitroverbindungen, Kohlenwasserstoffe u. a. 

Die Stoffe wurden zumeist von Kahlbaum bezogen, durch De- 
stillation und zum Teil durch Ausfrieren gereinigt. Es kam vor, 
daf Stoffe ungereinigt falsche Werte für die Steighôhen, ja sogar 
falsche (d. h. nicht der Dielektrizitätskonstante entsprechende) 
Ladungsrichtung gaben. Wurden bei diesen durch Destillieren 
und Ausfrieren die den Dielektrizitätskonstanten entsprechenden 
Werte für die Steighôhen erhalten, so gab Fortsetzung der Reini- 
gungsverfahren keine Aenderung mehr. Die zum Vergleich her- 
angezogenen Bestimmungen der Dielektrizitätskonstanten von an- 
deren Forschern sind den folgenden, in der Tabelle nur mit der 
Nummer bezeichneten Arbeiten entnommen. 

. Tereschin, Wied. Ann. 86, 792, 1889. 
. Landolt und Jahn, Ztschr. f. phys. Chem. 10, 282, 1892. 
. Nernst, Ztschr. f. phys. Chem. 14, 286, 1894. 
. Thwing, Ztschr. f. phys. Chem. 14, 286, 1894. 
. Drude, Wied. Ann. 59, 61, 1896. 
é, Ztschr. f. phys. Chem. 23, 267, 1897. 
Abegg, Wied. Ann. 60, 54, 1897. 
. Lüwe, Wied. Ann. 66, 390, 1898. 
. Abegg und Seitz, Ztschr. f. phys. Chem. 29, 491, 1899. 
. Turner, Ztschr. f. phys. Chem. 35, 385, 1900. 
. Schlundt, Journ. Chem. Phys. V, 157 u. 503, 1901. 
Zu einzelnen Stoffen in der Tabelle ist noch folgendes zu bemerken. 
Aceton. Drude (5) mift für 4 = 38 cm, D = 22,0; 1 — 74 cm, 
D = 20,9; 4 — 200 cm, D — 20,6. Er nimmt normale Dispersion 
an und extrapoliert für À — co D = 17,0. Ganz andere Werte 
findet Abegg (6) in seinen Untersuchungen über den Temperatur- 
koeffizienten von D bei Aceton. Die Versuche sind mit der 
Nernstschen Anordnung, also für unendlich lange Wellen ausge- 
führt. Abeggs sebr exakte Messungen ergeben für D = 26,6. 
Die Wiederholung der Abeggschen Versuche gab in mehreren Ver- 
suchsreihen Werte, die zwischen 24,5 und 28 lagen. Der Wert 
von Abegg wurde demgemäB in die Tabelle aufgenommen. Aus 
der Steighôhe des Acetons berechnet sich unter Zugrundelegung 
von D-Wasser — 81, D — 27,5. 
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In der Tabelle ist angedeutet, da auch bei den anderen Ke- 
tonen der Wert für 1x vermutlich etwas hôüher ist, als ihn die 
aufgeführten Arbeiten annehmen. 

Acetonitril. Der hier von Schlandt bei 1 — 84 cm bestimmte 
Wert ist sicher nicht als der für Av anzunehmen und liegt jeden- 
falls hôher. 

Nitroverbindungen. Es wurden untersucht Nitrobenzol, 
o-Nitrotoluol, Nitromethan, Nitroaethan. Die Nitroverbindungen 
unterscheiden sich in auffälliger Weise von allen übrigen Flüssig- 
. keïten dadurch, da sie nur in frischem Zustande den richtigen 
Ladungssinn zeigen; bei längerem Stehen kehrt sich nach und nach 
der Richtungssinn um. Am beständigsten von den untersuchten ist 
Nitrobenzol, o-Nitrotoluol zeigt bei längerer Untersuchung ein 
starkes Abnehmen der Steighühe, Nitroaethan und besonders 
Nitromethan sind nur ganz frisch zur Messung zu verwenden!). 
Zu bemerken ist, daf die eintretende Veränderung nicht mit 
einer Aenderung der Leittähigkeit verknüpft ist. 

Beim Nitrobenzol gelang durch mehrmaliges Destillieren und 
Ausfrieren in der von Turner (9) angegebenen Weise die Reinigung 
so weit, da es genau den seiner Dielektrizitätskonstante ent- 
sprechenden Wert der Steighôhe gab. Eine Fortsetzung der Reini- 
gungsversuche änderte daran nichts mehr. 

Bei den anderen Nitrokôrpern gelang die Reinigung nicht so 
weit. Die frisch destillierten Stoffe, insbesondere Nitromethan 
änderten sich während des Versuches. 

Dagegen lie sich bei Mischungen von Nitromethan mit anderen 
Stoffen konstante Einstellung der Steighôhe erhalten, woraus sich 
— wie in einem folgenden Abschnift gezeigt wird —- Werte für 
die Steighôhe der reinen Stoffe ableiten lassen. 

i-Butylalkohol. Bei den hôheren Alkoholen litten die 
Versuche unter der erforderlichen langen Steigzeit. Es lieB sich 
zeigen, daf diese genau proportional der inneren Reiïbung der Stoffe 
ist. In einer Kapillare, in welcher Aceton sich in einer halben 
Minute einstellte, brauchte daher i-Butylalkohol über 6 Minuten 
zur Einstellung. 

Benzol. Bei reinem Benzol konnte überhaupt keine Be- 
wegung in der Kapillare wahrgenommen werden. Mit Hilfe des 
bereits in der früheren Arbeit (Wied. Ann. 64) benutzten Kunst- 
griffs konnte nach dem Schütteln des Benzols mit Salzsäure eine 


1) Vgl. hierzu Billitzer, Sitzungsber. d. Wien. Akad. 113, 870 (1904). 
Der von ibm bei Nitromethan und Nitroaethan gefundene umgekehrte Ladungssinn 
läBt also auf mangelnde Reinheit der Präparate schlieBen. 


18* 


274 Alfred Coehn u. Ulrich Raydt, 


Bewegung erhalten werden. Wie gezeigt werden wird, fälscht 
eine geringe Leïitfähigkeit die Werte für die Steighôhen nicht. 
Das mit Salzsäure geschüttelte Benzol ergab die aus der Dielelek- 
trizitätskonstante des Benzols berechnete Steighôhe. 

Weitere Angaben über die einzelnen Flüssigkeiten finden sich 
in der Dissertation von U. Raydt. 


In der Tabelle sind unter I und II die mit derselben Ueber- 
führungskapillare beobachteten Steighôhen für die genannte Flüssig- 
keit und für Aceton angegeben. Da mit der Ueberführungskapillare 


I Il III IV V VI 


Aus der 


Steig- |Berechnete Steig- | Ander- 


hôühe von| Steighôhe L 


ruamigut | Bob, Pacs [ir acc noebe| AE | Litratur 
Steighôhe Sites (Wass de 2. Ke sine 
Kapillare| — 210) SU 81) use 

1 | Wasser + 210 60 + 210 81 81 (s. S. 272) 
2 | Nitromethan > + 83 71 >+ 70 |>31 |>56 *]|4, 10 
3 | Nitrobenzol + 85,5] 58 —+ 88,5 87,6 37,2 |5,9 
4 | Acetonitril + 102 57 + 106 43,6 86,4 *| 10 
5 | Methylalkohol + 81,5| 61,3 + 80 34,5 34 2, 8 
6 | Nitroaethan Ma192-721 + 37,75 19,5 |[>29 *|10 
7 | o-Nitrotoluol + 49 58 + 51 24,2 27 #49 
8 | Aceton + 60 60 + 60 27,5 26,5 |6, (5) 
9 | Acetylaceton + 20 21 + 57 26,5 26 5 
10 | Aethylalkohol + 59,8| 61,3 + 58 26,6 | 25,5 |1,2, 8,9 
11 | Propylalkohol + 48 | 60,25 | + 48 28,2 | 224 |1,2, 8 
12 | i-Butylalkohol + 29,5] 60,25 + 29,5 16,5 18,75 |2, 9 
13 | Acetophenon + 13 21 + 837 19,2 18,6 14,9 
14 | Methylaethylketon | “+ 35,5] 56 + 38 19,6 |>18,4 |4, 5 
15 | Aethylnitrat + 12,5] 21,5 + 35 18,6 |<17,7 |4, 5, 10 
16 | Methylpropylketon | + 12,8] 22,5 + 34 18,2 |>16,765 |4, 5 
17 | Benzaldehyd + 19 | 60 + 19 12,8 | 14 4, 5 
18 | Pyridin D à + 144 | 11,3 | 124 |10 
19 | Aethylenchlorid + 11 57 + 11,6 | 10,2 111 2,9 
20 | Methylacetat + 9,5] 60 + 9,5 9,4 8,0 |1,2, 7 
21 | Anilin + P1067 CS COUR EC 
22 | Chloroform — 1,8] 65 — 1,67 b,4 5,18 |3, 9 
25 | Aethylenbromid —  2,8| 57 — 2,95 4,95 4,87 |9 
24 | Benzol — 98| 66 = 0580 2,8 24 |2,3,9 
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ôfter gewechselt wurde, so sind unter III die unmittelbar beob- 
achteten Werte (I) für eine Kapillare umgerechnet worden, in 
welcher Aceton die Steighôhe 60 (Wasser also 210) gab. Unter 
IV stehen die aus den Steighôhen nach der Formel $. 271 berech- 
neten Dielektrizitätskonstanten. V bringt die von anderen Forschern 
gemessenen Dielektrizitätskonstanten und VI die Literatur, welcher 
diese Werte entnommen sind. Die abweichenden Werte für die 
Nitrokôrper, welche oben näher erläutert worden sind, sind durch 
Sterne hervorgehoben. ÆEbenso Acetonitril. 


Das nachfolgende Diagramm stellt das Ergebnis graphisch dar. 
LES 


10 20 30 40 50 00 70 80. PRISES _. 
Figur 2. 

Als Abszisse ist die aus den Steighôühen berechnete Dielektri- 
zitätskonstante, als Ordinate die von anderen Forschern bestimmte 
aufgetragen. Die Punkte müssen also bei quantitativer Giltigkeit 
des Ladungsgesetzes auf der ausgezogenen Normallinie liegen. Die 
Werte für die Nitrokôrper sind durch kleine Kreise, Acetonitril 
durch ein Kreuz hervorgehoben. 
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Untersuchung von Flüssigkeitsgemischen. 


Die von Drude ‘) und von Philip*) gemessenen Dielektrizitäts- 
konstanten von Flüssigkeitsgemischen zeigen allgemein einen regel- 
mäfigen Uebergang von dem Werte der einen zu dem der anderen 
Flüssigkeit. Der Verlauf stellt sich allerdings nicht in einer ge- 
raden Linie sondern in einer leicht gekrümmten Kurve dar, mag 
man die Zusammensetzung nach Volum-, Gewichts- oder Molekül- 
prozenten berechnen. 

Im Eïinklang damit stehen die Ergebnisse, welche für die 
Steighôhen von Flüssigkeitsgemischen erhalten wurden. Die Reihen- 
folge, in welcher die Mischungen untersucht wurden, ist die in 
den Tabellen angegebene; die Versuche schliefen sich auf diese 
Weise gegenseitig ein. 

Aceton - Benzol. 


Vol. ‘Jo 
No. Pen heso 
1 
2 
8 
4 
b 
6 
7 
8 
9 


1) Ztschr. £. phys. Chem. 28, 267. 2) Ebenda 24, 18. 
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mers oneriaee tel : 
7202 or re er %/0 
m|) mi feso 
1 80 °/o 46 
2 60 35 
3 40 27 
À 20 19 
5 0 8,8 
6 10 13 
7 30 22 
8 100 60 
9 50 30 
10 70 40 
11 90 b1l 
12 100 60,5 


Benutzt wurde dieser regelmäfige Verlauf der Mischungs- 
kurven zur zuverlässigeren Bestimmung der Steighôhe für reines 
Nitromethan in der Erwartung, da die bei dem Kôrper be- 
sprochenen Schwankungen in grôferer Verdünnung zurücktreten 
würden. Tatsächlich war die Konstanz einer 50 ‘Joigen Mischung 
mit Aceton eine bedeutend bessere als bei reinem Nitromethan. 
Für die Steighühe ergab sich 77, bei reinem Aceton 71. Nimmt 
man linearen Verlauf der Mischungskurve an, so würde sich für 
reines Nitromethan der Wert 83 ergeben, bei Annahme eines Ver- 
laufs der Kurve wie für Aceton-Benzol oder Aceton-Methylaceton 
würde man für Nitromethan einen Wert À > 83 extrapolieren. 


Einfluss der Leitfähigkeit. 


Die im vorstehenden erwiesene Gesetzmäfigkeit gilt für die 
Stoffe als Dielektrika. Diese Eigenschaft kann überdeckt werden 
durch vorhandene galvanische Leiïitfähigkeit. Bei den üblichen 
Methoden zur Bestimmung der Dielektrizitätskonstante bedarf es 
besonderer MaBregeln, um den Einfluf der Leitfähigkeit auszu- 
schalten. Es erscheint von vornherein klar, daB bei der hier be- 
gchriebenen Methode, welche die Wirkang einer konstanten und 
gleichgerichteten elektromotorischen Kraft mit, dieser Einflu sich 
stark geltend machen muf. 
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Der Eïinflu8 gelüster Elektrolyte auf die elektroosmotische 
Ueberführung und auf Strômangsstrôme soll in einer besonderen 
Mitteilung bebandelt werden. Als wesentliches Resultat mag hier 
bereits angegeben sein, daB die Wirkung verschiedener Elektrolyte 
nicht nach MaBgabe ihrer Leitfähigkeit erfolgt, sondern daf die 
Ionen spezifische, von ihrer Natur abhängige Wirkungen haben. 
An dieser Stelle kommt lediglich die Frage in Betracht, in welchen 
Grenzen die in der Tabelle mitgeteilten Werte durch Leitfähigkeit 
der untersuchten Substanzen beeinfluft sein kônnen. 


Geprüft wurde dieser Einfluf beim Wasser als derjenigen Sub- 
stanz, bei welcher infolge ihres starken Dissoziationsvermügens 
Spuren von Elektrolyten die grôüBten Leitfähigkeitsänderungen 
hervorbringen. Dem Wasser wurde Salzsäure in wachsenden 
Mengen zugesetzt und die Steighôhe genau wie vorher untersucht. 
Gleichzeitig wurde die Stromstärke — wie Seite 269 angegeben — 
gemessen. Man sieht an dem Diagramm Figur 4, daB die Steig- 
hôhe genau proportional mit wachsender Stromstärke abnimmt. 


Wasser mit KON 


Figur 4. 


DaB hier aber nicht die Leitfähigkeit allein wirksam ist, son- 
dern auch die individuelle Natur der Ionen in Betracht kommt, 
zeigen die Versuche, bei welchen Kalilauge dem Wasser in solchen 
Mengen zugesetzt wurde, daf die Leitfähigkeit in denselben Grenzen 
sich änderte wie bei Salzsäure. Man erkennt aus dem Diagramm 
das sebr merkwürdig erscheinende Resultat, daf Kalilauge in 
den kleinen Mengen, welche hier angewendet wurden, die Steig- 
hôhe nahezu unverändert läft. 

Bei allen Versuchen, deren Zusammenfassung die Tabelle 
Seite 274 gibt, war auch die Stromstärke gemessen worden. Fol- 
gendes sind die Resultate. Für jeden Stoff ist die Stromstärke 
für 440 Volt in 1077 Amp. angegeben. Die Werte sind entweder 
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mit Kapillaren gleicher Dimensionen erhalten oder auf solche um- 
gerechnet, sodaf die Stromstärke ein MaB für die Leitfähigkeit 
des Kôrpers gibt. Die spezifische Leitfähigkeit ist ungefähr durch 
Maultiplikation mit 3 zu erhalten. 


Flüssigkeit Stromstärke 
Wasser 4,0-—7,0 
Aceton 2,0—3,0 
Methylalkohol 5,0—6,0 
Aethylalkohol 8,0—5,0 
Propylalkohol 1,5—2,5 
i-Butylalkohol 1,5—3,0 
Nitrobenzol 5,0 
o-Nitrotoluol 2,b 
Nitromethan 5,0 
Nitroäthan 50 
Methyläthylketon 4,5 
Methylpropylketon 3,0 
Acetylaceton 30 
Acetonitril 8,0 
Acetophenon 2,0 
Methylacetat 2,0 
Benzol (mit HCI) 15,0 
Anilin 5,0 
Aethylenchlorid 3,0 
Aethylenbromid 1,5—2,5 
Chloroform 1,5 
Benzaldehyd 3,0 
Aethylnitrat 2,0 


Das Gebiet, in welches die Stromstärken fast aller Stoffe 
fallen, ist in dem Diagramm Fig. 4 gestrichelt gezeichnet. 

Man sieht, daf in diesem Gebiete die Steighôhen für Wasser 
von 207 auf 202 sinken. Nimmt man nun den ungünstigen Fall 
an, daB alle Flüssigkeiten in diesem Grebiete gleich starke Aende- 
rung erfahren, wie Wasser bei Zusatz von Salzsäure, so würde 
sich der Fehler der in der Tabelle mitgeteilten Werte um +1,25 °/o 
ergeben. Man erkennt, daS das Hauptergebnis dadurch nicht be- 
rührt wird. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. lasse. 1909. Heft 3. 21 
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Ueber den Einfluss von Verunreinigungen. 

Es bleibt die Frage offen, worauf die UnregelmäBigkeiten 
zurückzuführen sind, die sich bei den Nitrokôrpern, zuweïlen auch 
bei einigen Alkoholen zeigen. 

Ein Zusammenhang mit Aenderungen der Leitfähigkeit besteht 
nicht. Denn selbst in den extremen Füällen, wenn die Nitrokôrper 
nach längerem Stehen oder nach eïniger Zeit des Gebrauchs ihre 
Bewegangsrichtung umkehrten, zeigte sich die Leitfähigkeit nicht 
wesentlich geändert. 

Aber auch eine mit der Zeit entstehende nichtleitende und 
sich mit dem Nitrokôrper mischende Verbindung kann nicht die 
Ursache des Verhaltens sein. Der Einfluf solcher Beimengungen 
läft sich, wenn deren Menge und ïihre Dielektrizitätskonstante 
bekannt sind, aus dem annähernd additiven Verhalten von (Ge- 
mischen (vgl. S. 14) vorhersagen. 

Die in der kurzen Versuchszeit entstandenen Mengen des die 
Stôrung verursachenden Stoffes kônnen aber nur 60 gering sein, 
da ihr chemischer Nachweis kaum gelingen dürfte. Zudem zeigt 
auch die nach der Nernstschen Methode ausgeführte Messung der 
Dielektrizitätskonstante solcher anomal sich verhaltender, einige 
Zeit aufbewahrter Nitrokôrper keine erhebliche Aenderung (vgl. 
Turner 1. c.). Man kommt so auf die Vermutung, daf der ent- 
standene, das anomale Verhalten herbeïführende Stoff ein solcher 
ist, der die Oberflächenspannung stark erniedrigt, mithin sich in 
der Oberfläche anreichert; in unserer Versuchsanordnung also an 
der für die Erscheinung ausschlaggebenden Stelle, zwischen der 
reinen Flüssigkeit und der Glaswand sich befindet. 

Bemerkt sei noch, daf das Versagen der Nitrokôrper sich 
allmäblich einstellt. Bei der anderen hier in Betracht kommenden 
Kôrpergruppe, den Alkoholen, tritt die Anomalie viel seltener 
ein, dann aber plôtzlich ohne vorhergehende Anzeichen. Der ver- 
unreinigende Stoff scheint hier von der Wand der Kapillare fest- 
gehalten zu werden: die mit solchem anomal gewordenen Alkohol 
behandelte Kapillare gab auch mit anderen Flüssigkeiten falsche 
und inkonstante Werte und muñte erst wieder frisch ausgedampft 
werden, um wie vorher zu funktionieren. 

Quincke!) hat bereits bei seinen elektroosmotischen Versuchen 
einen Aethylalkohol gefunden, der aus unerklärten Gründen die 
umgekehrte Wanderungsrichtung als andere zeigte. Aehnlich hat 


1) Pogg. Ann. 113, 513, 1861. 
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Lenard !), als er die Erscheinungen der Wasserfallelektrizität mit 
verschiedenen Flüssigkeiten nachahmte, bei Alkohol zuweilen eine 
plôtzliche Umkehr des Ladungssinns erhalten. 

Einen Fingerzeig zur Aufklärung scheinen die Versuche von 
Faraday über die Dampfstrahlelektrisiermaschine zu geben, die 
übrigens qualitativ sich ganz aus dem hier besprochenen Gresetz 
erklären. Er fand, daB die geringsten Beimengungen von Fett 
den Ladungssinn des Wassers umkehren und deutet das sehr ein- 
leuchtend damit, da8 die Wasserkügelchen von einer Fetthaut 
umgeben seien, so daB an dem festen Stoff des Ausstrômungsrohres 
sich nicht mehr Wasser sondern das — eben die umgekehrte La- 
dung ergebende — Fett reibt. 

In dieser Richtung ist vielleicht der Weg zur Aufklärung 
des plôtzlich eintretenden anomalen Verhaltens zu suchen. Aller- 
dings haben vorläufige Versuche, zu welchen wir Wasser mit Oel, 
Aether, Petroleum schüttelten und dann untersuchten, keine Um- 
kehr des Ladungssinns bewirkt. 


Ueber den Einfluss der Temperatur. 


Die quantitative Giltigkeit des Ladungsgesetzes, welche an 
einer Reïhe môglichst verschiedener Stoffe erwiesen worden 
ist, erhält eine weitere Stütze durch Heranziehung der Aende- 
rungen, welche bei demselben Stoff die verglichenen Grôfen 
— Steighôhe und Dielektrizitätskonstante — mit der Temperatur 
erfahren. 

Die Dielektrizitätskonstante von Flüssigkeiten hat einen starken 
negativen Temperaturkoeffizienten. Hängt also die Potential- 
differenz bei der Berührung verschiedener Flüssigkeiten mit emem 
festen Stoff in der ausgeführten Art mit der Dielektrizitätskon- 
stante zusammen, s0 ist zu erwarten, daf die Messung dieser 
Potentialdifferenzen — mittels der diesen proportionalen Steig- 
hôhen — ein gleiches starkes Sinken mit zunehmender Temperatur 
ergibt. 

Die Untersuchung wurde an zwei Flüssigkeiten, Aceton und 
Wasser ausgeführt. 

Bei Aceton gelang dies ohne Schwierigkeïit, indem der Ther- 
mostat, in welchem der Apparat Fig. 1 bis zur Linie 44 stand, 
auf die verschiedenen Temperaturen eingestellt wurde. Die 
Messungen sind, damit sie sich gegenseitig einschliefen, in der 
angegebenen Reiïhenfolge ausgeführt worden. 


1) Wied. Ann. 49, 584, 1892. 
ALT 
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T h8so 
13° 79,3 
20,5 77,5 
26,5 76,25 
846 | 74,4 
25,6 76,75 
21,5 77,8 


Trägt man (Fig. 5) die er- 
haltenen Steighôhen als Abszissen 
und die Temperaturen als Ordi- 
naten auf und zieht eine Gerade 
derart, daB sie den in der Mitte 
stehenden Wert (34,67;  — 74,4) 
schneidet, so ergibt sich für 


dt — 10° 
dh = —2,3 
daraus : 
CAES, 02,5 LOUE À 
HT 00e bals 


Messungen über die Abhängig- 

ww keit der Dielektrizitätskonstante 
Figur 5. des Acetons von der Temperatur 

sind von Abegg') ausgeführt 

worden. Er erhält für das Temperaturintervall von 18,8° bis — 43° 
= — —0,086 und bei noch tieferer Temperatur —0,090. Ent- 
nimmt man aus seinen Messungen als mittleren Wert für das 
erste Intervall D — 27,6 und für das zweite D — 32,4, so be- 


rechnen sich die beiden Temperaturkoeffizienten zu _. — —0,31°/o 
und Ée = —0,28°%. Der Temperaturkoeffizient der 


Dielektrizitätskonstante steht also in guter Ueber- 
einstimmung mit dem Temperaturkoeffizienten der 
Steighôhe. Die Aenderung der Dielektrizitätskonstante des 


1) Wied. Ann. 60, 56, 1891. 
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festen Stoffes mit der Temperatur ist so klein'), daf sie hier 
nicht in Betracht kommt. 

Die Messungen mit Wasser konnten in dieser Anordnung, bei 
welcher die Einstellung des groBen Thermostaten auf verschiedene 
Temperaturen erhebliche Zeit erforderte, nicht durchgeführt werden. 
Schon die früheren Versuche hatten ergeben, da bei längere Zeit 
gebrauchtem Wasser die Konstanz der Einstellung unsicher wurde. 
Bei längerem Verweilen des Wassers auf hôüherer Temperatur 
innerhalb der Kapillare zeigte sich ein starkes Ansteigen der 
Leitfähigkeit, soda ein EinschlieBen der Werte für verschiedene 
Temperaturen in solche für gleiche Temperaturen nicht durch- 
führbar war. 

Es wurde daher zur schnellen Temperaturände- 
rung in der Kapillare ein kleines Blechgefäf kurz 
hinter der Biegung oberhalb des Schliffes, wie in 
der Fig. 6 durch eine gestrichelte Linie angedeutet 
ist, angekittet. Es wurden jedesmal drei Messungen 
bei zwei verschiedenen Temperaturen ausgeführt, 
bei 0°, bei 20—30°, dann wieder bei 0°. Bei der 
hier môglichen schnellen Ausführung der Messungen 
war die Zunahme der Leitfähigkeit nur gering. Es 
ergab sich: 


L hsso 
0° 81,6 
28 72,8 
0 80,5 


Nimmt man aus den Werten für 0° das Mittel, so erhält 
man für 


(tee 291 
dh = —8,2b 
Die mittlere Steighôhe ist 76,9, also 
AAPONRAN ES, 20 7200" 
tr Mer GC — 0,385 °/0 
Eine andere Messungsreihe ergab 
dus, 5 ‘ 
Fra = 0,36 lo 


1) Vgl. Cassie, Paoc. Roy. Soc. 48, 357, 1889. 


284 Alfred Coehn u. Ulrich Raydt, 


Die Verhältnisse änderten sich nicht als — in der Hoffnung, 
die Leitfähigkeitszunahme noch zu verringern — statt der Glas- 
kapillare eine solche aus Quarz verwendet wurde. Sie ergab: 


t hs80 


0° _60 
33 b2 
8 58 
also für 
di"="51 
dh = —7,0 
Hieraus für eine mittlere Steighôhe von 56,5 
dl 290017,0: 100, à 
Pr QT 0 
Eine andere Messungsreïhe ergab 
dh 
& = — 0,44 0/0 


Der Temperaturkoeffizient der Dielektrizitätskonstante des 
Wassers in der Nähe von 17° ist gefunden worden von Heerwagen 
zu —0,443°/o, Franke —0,62°/o, Ratz —0,62°/o, Drude — 0,45°), 
Coolidge —0,482°%1). Der Mittelwert liegt etwas hôüher als der 
von uns gefundene. Doch wird bei der angegebenen Methode zur 
Herstellung der verschiedenen Temperaturen das Temperaturinter- 
vall jedenfalls zu groB angenommen. Da die Flüssigkeit nur von 
der Kapillare bis in die Kugel hinein auf die verschiedenen Tem- 
peraturen gebracht wird, so tritt beim Abkühlen ein Strômen zu 
den tiefer gelegenen, auf Zimmertemperatur befindlichen Flüssig- 
keitsschichten — und umgekehrt — ein; so kommt es, daB die 
Temperatur in der Kapillare hôher bleibt, als der Temperatur des 
kleinen Bades entspricht. Bei Annahme eines kleineren Tempe- 
raturintervalles würde der Wert für _ dem absoluten Werte 
nach grôBer und damit die Uebereinstimmung auch beim Wasser 
eine noch bessere werden. 


Zur Deutung des Ladungsgesetzes. 


Weder aus den Faradayschen Anschauungen noch aus den 
Maxwellschen Gleichungen ergibt sich die in dem Ladungsgesetz 


1) Zusammenstellung nach Winkelmann Handbuch IV, p. 132. 
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zum Ausdruck gelangende Beziehung. In dem Begriff der Dielek- 
trizitätskonstante ist nichts enthalten, was auf das Vorzeichen 
bei der Ladung durch Berührung der Dielektrika hinwiese. 

Von der zur Gewinnung einer Deutung erforderlichen Arbeit 
kann zunächst nur der negierende Teil geleistet werden, indem 
gezeigt wird, da einige scheinbar naheliegende Môglichkeiten zur 
Lüsung der Aufgabe ungeeignet sind. 

Eine Beziehung zu der Nernst-Thomsenschen Regel')}, nach 
welcher Stoffe von hoher Dielektrizitätskonstante solche von stark 
dissoziierender Kraft sind, besteht jedenfalls nicht. Diese Regel 
trifft in weitem Umfange zu, hat aber auch Ausnahmen und es 
wurden eigens um das etwaige Bestehen einer Beziehung zu prüfen 
solche Verbindungen untersucht, welche zwar eine hohe Dielek- 
trizitätskonstante aber keine ihr entsprechende dissoziierende Kraft 
haben, wie Nitrobenzol (D — 37,2). Das Ergebnis war, daf Aus- 
nahmen von der Nernst-Thomsenschen Regel keine solche für das 
Ladungsgesetz bilden. Das Verhalten der Dielektrika ist hier 
nicht von ihrer dissoziierenden Kraft, sondern lediglich von der 
GrôBe der Dielektrizitätskonstanten bestimmt. 

Weiter war die Môglichkeit einer ungleichen Verteilung 
von Îonen zwischen den sich berührenden Stoffen zu erwägen, sei 
es, daB diese Ionen von einer der Substanzen selbst oder von einer 
etwa der festen Substanz adhärierenden Feuchtigkeitsschicht her- 
rühren. 

Damit aber erscheint die Tatsache nicht vereinbar, daB Stoffe 
von gleicher Dielektrizitätskonstante sich unabhängig von ihrer 
chemischen Natur gleich verhalten, wie das für die Flüssigkeiten 
ohne weiteres aus den mitgeteilten Ergebnissen hervorgeht. 

DaB auch die festen Dielektrika hier weder als Ionenbildner 
noch als Lôüsungsmittel für Ionen in Betracht kommen, ist schon 
den früheren Versuchen (Wied. Ann. 64) über die Kataphorese 
suspendierter fester Dielektrika zu entnehmen; es wurde jetzt 
noch dadurch erwiesen, daB als Kapillaren Stoffe von gänzlich 
verschiedener chemischer Beschaffenheit, aber annähernd gleicher 
Dielektrizitätskonstante untersucht wurden. 

Statt der Glaskapillare wurde eine solche aus geschmolzenem 
Quarz verwendet. Sie wurde im Gebläse aus einem weiteren 
Rohr gezogen und ein gleichmäfiges Stück von 6 mm Länge und 
0,24 mm Durchmesser wurde mit Paraffin an der Stelle eingekittet, 
an welcher sich vorher die Glaskapillare befunden hatte. Das 


1) Nernst, Gütt. Nachr. No. 12, 1893; J.J. Thomsen, Phil. Mag. 86, 320, 1898. 
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Verhältnis der Steighôhen für Wasser und Aceton betrug 60 : 19 
Skalenteile. Die Dielektrizitätskonstante des Quarz ist von 
Fellinger!) bestimmt 

| opt. Axe 5,05 


| opt. Axe 4,7. 


Nimmt man an, daf der Wert für geschmolzenen Quarz in 
demselben Gebiete liegt, so berechnet sich aus dem Verhältnis 
der Steighôhen für Wasser und Aceton die Dielektrizitätskon- 
stante des Acetons zu 24,1 (statt 26,5) für Wasser — 81. 

Weiter fanden sich die Steighôhen des Wassers in Quarz- 
und Glaskapillaren von annähernd gleichen Dimensionen nahezu 
gleich. Die Quarzkapillare von R — 0,24mm gab 60 und eine 
Glaskapillare von À — 0,23 mm gab als Steighôhe 57. Man er- 
kennt also, daB das Verhalten von Quarz und Glas durch die 
annähernde Gleichheit ihrer Dielektrizitätskonstanten unabhängig 
von der starken Verschiedenheit ihrer chemischen Beschaffenheit 
bestimmt ist. 

Um den Beweis noch zwingender zu gestalten, gelangte eine 
Kapillare aus Diamant zur Verwendung, aus einem Stoff also, 
der sicherlich nicht als Ionenbildner, aber auch wohl nicht als 
Lôsungsmittel für Ionen in Betracht kommen kann. Der Radius 
der benutzten Diamantkapillare?) betrug 0,145 mm, die Länge 
ca. 2mm. Die Diamante wurden in gleicher Weise wie die Quarz- 
kapillaren mit Paraffin befestigt. Bei der erforderlichen etwas 
diffizilen Behandlung wurden nur einige Messungen mehr quali- 
tativer Natur ausgeführt. Diese ergaben, da8 Wasser (D — 81), 
Aceton (D = 26,5), Methyläthylketon (D — = 18,4) und Methyl- 
acetat (D — 8,0) sich gegen Diamant positiv laden. Das Ver- 
hältnis der Steighôhen entsprach ungefähr dem bei Glas gefundenen. 
Chloroform (D = 5,18) zeigte schwache negative Aufladung. Die 
Dielektrizitätskonstante des Diamant muf hiernach zwischen 5,18 
und 8,0 liegen. 

Es wurde eine Bestimmung der Dielektrizitätskonstante des 
Diamant mit Hilfe der Nernstschen Methode unter Benutzung des 
von Starke*) verwendeten Kunstgriffs in Aceton-Benzolgemischen 


1) Ann. d. Phys. 7, 333, 1902. 

2) Dr. Schmidmer & Co. in Nürnberg-Schweinau stellen solche durchbohrte 
Diamanten zum Ziehen von Drähten und als PreBdrüsen für die Metallfaden- 
lampen-Fabrikation her. Für die freundliche Ueberlassung durchbohrter Diamanten 
sei Herrn Dr. Schmidmer auch hier bestens gedankt. 

83) Wied. Ann. 60, 641, 1897. 
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ausgeführt. Die Messung ergab D = 6,5—6,7:) Einem Werte 
7 > D =6 entsprechen aber die gefundenen Steighühen, sodaf 
also auch das Verhalten des Diamant mit dem Ladungsgesetz in 
Einklang steht. 

Wenn aber die sich berührenden Dielektrika nicht als Ionen- 
bildner und nicht als Lôüsungsmittel für Ionen in Betracht kommen, 
so dürfte es schwer halten, das Ladungsgesetz auf Grund von 
Ionenphänomenen zu deuten. Die Ladungen, welche durch An- 
wesenheit von elektrolytischen Ionen zustande kommen, haben — 
wie bereits in der früheren Verôffentlichung (Wied. Ann. 64) be- 
tont wurde — anscheinend nichts mit dem ,Ladungsgesetz für 
Dielektrika“ zu tun; so wenig wie die dielektrische Leitfähigkeit 
eines Lôüsungsmittels mit der durch gelôste Ionen erzeugten, ihr 
parallel geschalteten galvanischen Leitfähigkeit. Die Theorie der 
Berührungselektrizität wird für die Strômungs- und die Verschie- 
bungselektrizität oder, um die Boltzmannsche Bezeichnung zu 
brauchen, für den Galvanismus und den Guerickismus eine ver- 
schiedene sein müssen. An die Stelle der von Nernst gegebenen 
Grundlagen, die das Problem in jenem ersten Gebiete weitgehend 
erledigen, haben für das zweite Grebiet andere zu treten. 

Auch vom Standpunkte der Elektronentheorie scheint ohne 
Eiïinführung einer neuen Hypothese eine Deutung nicht môglich. 
Es wäre die Annahme zu machen, daB Stoffe von hoher Dielektri- 
zitätskonstante solche sind, welche negative Elektronen leicht ab- 
geben während Stoffe von kleiner Dielektrizitätskonstante sie leicht 
aufnehmen; diese Eigenschaft müfte quantitativ durch die GrôBe 
der Dielektrizitätskonstanten bestimmt sein. Es wäre zu prüfen, 
ob diese ad hoc gemachte Hypothese auf andere Weiïse als be- 
rechtigt zu erweisen wäre, etwa mit Hilfe des photvelektrischen 
Effektes. 


Zusammenfassung. 


1. Es wurde in einer eingehend beschriebenen Versuchsanord- 
nung quantitativ die elektrische Aufladung von 24 einheitlichen 
Flüssigkeiten bei der Berührung mit einem festen Stoff untersucht. 
Als Mañ für die Aufladung galt die mit Hilfe der elektrischen 
Ueberführung erhaltene Steighôhe. Es wurde so festgestellt, daf 


1) Herrn Juwelier Knauer in Güôttingen müchten wir auch an dieser Stelle 
herzlich danken, daB er das erforderliche grüBere Volumen von Diamanten in 
liebenswürdiger Bereitwilligkeit zur Verfügung gestellt hat. 
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die elektrische Aufladung proportional der Differenz der Dielek- 
trizitätskonstanten der sich berührenden Stoffe ist. 

2. Die Bestimmung der Abhängigkeit der Steighôhe von der 
Leitfähigkeit und der Vergleich der Leiïtfähigkeiten der unter- 
suchten Flüssigkeiten zeigte, daB dieser Einfluf keine Fälschung 
der Resultate verursacht. 

3. Die Steighôhen von Flüssigkeitsgemischen zeigten einen den 
Dielektrizitätskonstanten entsprechenden regelmäBigen Verlauf 
zwischen den Werten für die Steighôhen der reinen Komponenten. 

4, Die Bestimmung des Temperaturkoeffizienten der Steighôhe 
ergab Werte, die mit den von anderen Forschern erhaltenen Tem- 
peraturkoeffizienten der Dielektrizitätskonstanten der betreffenden 
Flüssigkeiten übereinstimmen. 


Es lautet demnach das früher aufgestellte Ladungsgesetz für 
Dielektrika in erweiterter Form: Bei der Berührung der 
Dielektrika ladet sich der Stoff mit hôherer Dielek- 
trizitätskonstante positiv gegen den Stoff mit nie- 
derer Dielektrizitätskonstante. Die GrôüBe der Auf- 
ladung ist proportional der Differenz der Dielektri- 
zitätskonstanten der sich berührenden Stoffe. 


Gôttingen, Institut für physikalische Chemie, Juli 1909. 


Ueber die Ortsbestimmung im Ballon. 


Von 


C. Runge. 
Vorgelegt in der Sitzung am 31. Juli 1909. 


Am Tage ist man im Luftballon, sobald Landmarken nicht 
sichtbar sind, in der Regel darauf angewiesen, den Ort aus Mes- 
sungen der Hühe und des magnetischen Azimuths der Sonne abzu- 
leiten. Dabei wird man im Allgemeinen die für die Rechnung 
bequemsten Stellungen der Sonne in der Nähe des Meridians oder 
des ersten Vertikals nicht abwarten kônnen, und es ist daher 
wichtig für den allgemeinen Fall eine bequeme Methode zu be- 
sitzen, die mit ausreichender Genauigkeit den Ort rasch ermitteln läft. 

Zu diesem Zweck habe ich einen Rechenschieber herstellen 
lassen, bei dem statt der üblichen Skalen andere einander gegen- 
überstehen und an einander entlang geschoben werden künnen. 
Wie man mit dem gewühnlichen Rechenschieber durch eine Stellung 
der Zunge eine Zahl a finden kann derart, daf 


be 
d 


ist, so kann man mit dem neuen Rechenschieber einen Winkel « 
finden aus drei andern B, y, Ô derart, daf 
sinfsiny 

sin 


sinx — 


Wie man dort c und d einander gegenüber stellt und dann 
auf der Skala von c gegenüber b die Zahl a abliest, so stellt man 
hier y und Ô einander gegenüber und liest auf der Skala von y 
gegenüber 8 den Winkel d oder sein Supplement ab. Statt der 


19% 
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Sinus kôünnen auch Cosinus stehen. Man hat dann nur statt der Winkel 
die Complemente zu setzen oder, was auf dasselbe hinauskommt, man 
hat die Skala der Winkel in der entgegengesetzten Richtung zu lesen, 
statt 90 Grad 0 Grad, statt 80 Grad 10 Grad u. s. w. zu denken. 
Die eine Skala ist noch mit einer zweiten Bezifferung versehn, 
durch die die Winkel in ZeitmaB ausgedrückt werden d. h. es ist 
z. B. bei 15 Grad 1}, bei 16 Grad. 1"4" u. s. w. angeschrieben. 
Der Rechenschieber trägt zwei solcher Skalenpaare. Das eine 
umfaft alle Winkel, deren Sinus von 0,01 bis 1 laufen'). Das 
andere Skalenpaar ist im vierfachen MaBstab angefertigt und um- 
faBt alle Winkel, deren Sinus von V0,1 bis 1 laufen. Sinus, die 
kleiner sind als 0,01, kann man bei der in Betracht kommenden 
Genauigkeit unbedenklich durch ihre Winkel in Radianten gemessen 
ersetzen, so daB man hier mit einem gewôühnlichen Rechenschieber 
auskommt ?). 

Mit diesem Rechenschieber kann man nun bei gegebener Dekli- 
nation und Hôühe eines Gestirns den Zusammenhang zwischen 
seinem Azimut À und seinem Stundenwinkel { darstellen. Denn 
es ist 
sin ÀA.cosh 


siné — 
cos Ô 


Man braucht also nur das Complement der Hôhe dem Complement 
der Deklination gegenüberzustellen, um zu jedem À das zugehôürige 
t abzulesen oder umgekehrt. Dabei kann man # auch sogleich in 
Stunden und Minuten angeben. Wenn Azimuth und Stundenwinkel 
nicht kleiner sind als 18,5°, so bedient man sich des Skalenpaars 
von grôBerem Mafstab. 

Der Zusammenhang zwischen Azimuth und Stundenwinkel, 
der in der Gleichung 


sin A.cosh 


siné — 
cos Ô 


ausgedrückt ist, bezieht sich für gegebene feste Werte von À und 
ô auf eine sogenannte ,Standlinie“ d.h. auf den geometrischen 
Ort aller der Punkte der Erdoberfläche, für die in einem gege- 
benen Augenblick die Sonne dieselbe Hôühe hat. Das ist ein Kreis, 


1) Diese Skalen sind identisch mit derjenigen, die sich beim gewühnlichen 
Rechenschieber auf der Rückseite der Zunge befindet. 

2) Von R. Nelting (Hamburg) ist vor Kurzem ein Rechenschieber in den 
Handel gebracht, der unter anderen zahlreichen Skalen auch die beschriebenen 
Skalen trägt und somit in derselben Weise verwendet werden kann. 


1 A « 
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der mit dem Radius 90°—% um den Punkt der Erdoberfläche ge- 
schlagen ist, wo die Sonne im Zenith steht. Liegen d+90°—} 
und à —(90°—}) beide zwischen +90° und —90° d. h. » auBerhalb 
—© und +0 oder LÀ grüBer als der absolute Betrag von 0, so liegen 
die Pole auferhalb des Kreises. Das Azimuth durchläuft dann 
auf der Standlinie alle Werte von —180° bis +180°, während der 
Stundenwinkel zwischen zwei Grenzen —{, und #, hin und her geht !). 
t, ist ein spitzer Winkel und durch die Gleichung 


gegeben. Jedem Wert von # zwischen —#, und ++, entsprechen 
zwei Werte von À, von denen der eine spitz, der andere sein 
Supplement ist. Der Punkt der Standlinie, der dem spitzen Winkel 
entspricht, hat die nôrdlichere Breite. 

Liegen à + 90°—% und d—(90°— }) nicht beide zwischen + 90° und 
—90° d.h. ist kleiner als der absolute Betrag von 6, so liegt der eine 
Pol auBerhalb, der andere Pol innerhalb des Kreises. Der Stunden- 
winkel durchläuft alsdann alle Werte von —180° bis +180° oder 
—12b bis +12:, während das Azimuth zwischen zwei Grenzen 
hin und her geht. Wenn à positiv ist, so liegt der Nordpol im 
Innern des Kreises, der Südpol auBerhalb. Das Azimuth, das wir 
ja von Süden an zählen, ist dann immer ein stumpfer Winkel 
zwischen — 4, und —180° oder zwischen + 4, und +180°, wo À, 
der stumpfe Winkel ist, für den 


sin À,cosh 


1e cos Ô 


Jedem Azimuth, das zwischen diesen Grenzen liegt, ent- 
sprechen zwei Werte des Stundenwinkels, die Supplemente von 
einander sind. Wenn Ô negativ ist, so sind die Azimuthe alle 
spitze Winkel und liegen zwischen den Grenzen — 4} und +4, 
wo À, der spitze Winkel ist, der der Gleichung 


sin À, cos 


LE cos Ô 


genügt. Bei positivem à entspricht von zwei Stundenwinkeln, die 
zu dem gleichen Azimuth gehôüren, dem stumpfen Winkel die nôrd- 
lichere Breite. Bei negativem 0 ist es umgekehrt. 


1) Wir rechnen das Azimuth von Süden über Westen nach Norden positiv 
und von Süden über Osten nach Norden negativ. 
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Wenn man für ein gegebenes Azimuth und gegebene Werte 
von à und den Stundenwinkel aus der Gleichang 
sin À cosh 


dé cos d 


berechnen will, so hat man in unsern Breiten bei negativem 0 
einen spitzen Winkel (positiv oder negativ) für { zu nehmen. Denn 
im Winter ist auf der nôrdlichen Halbkugel die Sonne nur zwischen 
6 Uhr morgens und 6 Uhr abends (wahrer Sonnenzeit) über dem 
Horizont. Bei positivem © (im Sommer) ist nach dem Obigen für 
h > à der Stundenwinkel ebenfalls immer spitz zu nehmen. Nur 
für k < 9 sind zwei Werte von #{ und dementsprechend zwei Werte 
der geographischen Breite y môglich. Da die beiden Werte von 
t Supplemente von einander sind, so werden sie nur dann wenig 
von einander verschieden sein, wenn beide nahe bei + 90° oder bei 
— 90° liegen. In allen anderen Fällen wird man schon durch die 
genäherte Kenntnis der Ortszeit wissen, ob man es mit dem einen 
oder anderen Wert zu tun hat. Liegen sie aber beide nahe bei 
+90° oder —90°, so sind beide Werte von { zu berücksichtigen. 
Die Anwendung auf die Ortsbestimmung geschieht nun so. 
Die geographische Lage wird bis auf einige Grad bekannt 
vorausgesetzt, und so wird aus einer Karte der magnetischen Iso- 
gonen die genäherte MiBweisung entnommen und damit aus dem 
beobachteten Wert des magnetischen Azimuths A ein genäherter 
Wert des wahren Azimuths À ermittelt. Auf dem Rechenschieber 
werden nun 90°—% und 90°—0 einander gegenübergestellt. Dazu 
brauchen die Complemente nicht ausgerechnet zu werden; sondern 
man zählt die Winkel Ô und k einfach von 90° ab rückwärts. Der 
Winkel 90°—}% wird auf der Skala eingestellt, die die zweite Be- 
zifferung nach Stunden und Minuten trägt, weil auf dieser Skala 
auch { abgelesen wird. Nun blickt man an die Stelle, wo auf der 
Skala von 90°—0 der genäherte Wert des Azimuths steht und 
liest für zwei benachbarte runde Werte von t, {, und 4, die zuge- 
hôrigen Werte von 4, À, und À, ab. Zu diesen beiden Werten 
t, und #, bestimmt man mit der dem Augenblick der Beobachtung 
zukommenden Greenwicher Zeit und der Zeiïitgleichung die ent- 
sprechenden Längen 1, und 4, Es ist, wenn 4, und 4, nahe bei 
90° liegen, auch der Fall nicht ausgeschlossen, daB sie auf ver- 
schiedenen Seiten gleich weit von 90° entfernt sind. Dann sind 
t, und #, einander gleich und beide spitz und zugleich ist À, = 4,. 
Nunmehr werden die beiden zugehôrigen Breiten ermittelt, 
und das kann wieder mit Hilfe des Rechenschiebers in der fol- 
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genden Weise geschehen, wenn auch eine andere graphische Me- 

thode vorzuziehen ist, die weiter unten besprochen werden soll. 
Man stellt 0 und 90—0 einander gegenüber. Dann steht auf 

der Skala von © 90° gegenüber ein spitzer Winkel «, für den 


ist. Diesem Winkel « gegenüber stellt man einmal 90°—# und 
einmal 90°—#, ein und liest jedesmal auf der Skala von « einen 
Winkel 8, resp. 8, ab, der seinem eigenen Complement gegenüber- 
steht, so daB also 

sinæ  sinf, sinæ  sinp, 

cost,  cosf, cost,  cosp, 

Wenn t kleiner als 90° ist, so hat B dasselbe Vorzeichen wie 

« und 6. Wenn { dagegen grôBer als 90° ist, so hat 8 das ent- 
gegengesetzte Vorzeichen wie « und d. Mit diesen Hilfswinkeln 
B, und B, kônnen nun die beiden Breiten y, und y, abgelesen 
werden. Die Gleichung zwischen Hôhe k, Deklination d, Breite 
und Stundenwinkel # lautet nämlich 


sin» — sin sin p+ cos à cos p cost. 


Non ist 
sind as sinx  sinf 
cos Ô 4 cost  cosp ? 
mithin 
cosécosd _ cosf 
sind  sinf 
und daher 
sinhsinf : 
Ro = 008 (p—#) 


Man braucht jetzt also nur » und Ô einander gegenüberzu- 
stellen, um auf der Skala von h gegenüber 8, von 90° an rück- 
wärts zählend den Winkel y, — p,—f, oder y, — B—, und 
gegenüber B, bee den Winkel y, — p,—B, oder y, = B,—9, 


abzulesen. Ist = ne negativ, s0 hat man y im zweiten Quadranten 


1) Man kann auch die Rollen von h und 9 und gleichzeitig die von # und 


nee = cos(æ—f"), wo 2 = sin a 


180°— À vertauschen und erhält 
cosh 


sinæ sin $/ 
co8 À cos f” 


, um daraus die Breite zu ermitteln. 
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zu nehmen. Dann liest man die Skala vorwärts und addiert 90° 
dazu. Diese Winkel geben zu B, resp. 8, addiert oder von ihnen 
abgezogen die Breiten æ, und y, Ob man addieren oder ab- 
ziehen muB, erkennt man im Allgemeinen schon daran, daf man 
bereits weiB, welche Breiten ungefähr herauskommen müssen. 
In dem besonderen Fall, wo y, und y, so klein sind, daB sowohl 
die Addition wie die Subtraktion môgliche Breiten liefern, was 
nur für À—0 > 0 vorkommen kann, gehôrt zu der grôBeren Breite 
ein spitzer Winkel als Azimuth, zu der kleineren ein stumpfer 
Winkel. Da man die Azimuthe bereits hat, so ist eine Zwei- 
deutigkeit ausgeschlossen. Auf diese Weise ist auch in dem oben 
erwähnten speziellen Fall zu verfahren, wo die beiden Azimuthe 
auf verschiedenen Seiten und gleich weit von 90° entfernt liegen. 
Die beiden Längen 1, und 4, und die beiden Stundenwinkel sind 
einander gleich, aber die Breiten sind verschieden; dem spitzen 
Azimuth entspricht die grôfere Breite. Auf diese Weise sind 
zwei Pankte 4,, y, und 4,, w, der ,Standlinie“ ermittelt. Diese 
sucht man nun auf der Karte auf, auf der die Isogenen ver- 
zeichnet sind, liest die zugehôrigen MiBweisungen ab und berechnet 
damit aus den wahren Azimuthen À, und À, die magnetischen 
Azimuthe À, und A. Liegt nun das gemessene magnetische Azi- 
muth zwischen À, und A,, so ist bei hinreichend kleinem Inter- 
vall anzunehmen, daf die gesuchte Länge das Intervall zwischen 
À, und 4, in demselben Verhältnis teilt, wie A das Intervall Y, 
bis À, und daf ebenso die gesuchte Breite das Intervall zwischen 
y, und y, in demselben Verhältnis teilt. 

Ein Beispiel, dessen Daten ich dem Werke von A. Marcuse, Orts- 
bestimmung im Ballon S. 49 entnehme, môge den Umfang der Rech- 
nung Zzeigen. 


1908. Nov. 5. Greenwicher Zeit 144.5  }h — 1209’ 
Zeiïtgleichung —16.3° 0 — —15°40" 


Differenz 20.8 Y— 52.1° (magnetisch). 
Mittleres Deutschland, daher wahres Azimuth genähert 42°, 


t | A | 4 | B | y | 1h 
weisung |magnetisch 
21440 | 400,95 | 48.2" |—200.8| 740.2 | 539.9 |—10.4 | 50°.65 
80 | 440.15 | 59.2" |—210.6| 7393 | 512.7 |— 8.35] b20.5 


Differenz: 16.0" Differenz: 20,2 |Differenz: 1°.8b 
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Mit dem beobachteten Werte { — 52.1 werden nun y und 4 inter- 
poliert : 


p À 

b2.2  bb.7. 
Dazu bedient man sich eines gewôhnlichen Rechenschiebers, mit 
dem man qi und : - «2.2 mit einer Stellung des Schie- 
bers berechnet und zu 4, und y, hinzufügt. 

Ein Fehler von +0.1° in der Bestimmung des Azimuths ver- 
ursacht hier einen Fehler in der Länge von beinahe 0.9", Es 
ist daher kaum zulässig, wie A. Marcuse es vorschlägt, sich des 
Kobhlschütterschen Transformators zu bedienen. Denn dabei er- 
geben sich leicht Abweichungen von +0,5° bei einer einzigen 
Winkelablesung, und das würde für die gesuchte Länge einen 
Fehler von mehr als +4" nach sich ziehen, d.h. eine Unsicher- 
heit auf eine Entfernung soweit wie von Hannover bis Magde- 
burg. Auch die Anordnung der Rechnung, wie Marcuse sie auf 
S. 49 vorschlägt, ist nicht annehmbar, wenn man sich nicht unzu- 
lässig gro$en Fehlern aussetzen will Es geht nicht an, die Mi£- 
weisung aus der groben Kenntnis des Ortes endgültig zu bestimmen, 
weil sie von Ort zu Ort sich erhehlich ändert, und weil wie bei dem 
vorliegenden Beispiel der Fehler des magnetischen Azimuths einen 
zu starken Einflu8 auf den berechneten Ort haben kann, wenn es 
sich so langsam wie hier längs der Standlinie ändert. In der 
Tat ist auch in dem von Marcuse berechneten Ort das magnetische 
Azimuth gar nicht gleich dem beobachteten Wert 529,1, sondern 
gleich 519,8. 

Wir wollen nun allgemein untersuchen, mit welcher Genauig- 
keit sich der Ort durch Hôhe und Azimuth der Sonne bestimmen 
läft. Was zunächst die Hôühe allein betrifft, so wird durch sie 
die ,Standlinie“ bestimmt. Dieser geometrische Ort aller Punkte 
der Erdoberfläcbe, für die in demselben Augenblick die Sonne die- 
selbe Hôhe über dem Horizont besitzt, ist ein Kreis der mit dem 
Zenithabstand der Sonne um den Punkt der Erdoberfläche ge- 
schlagen wird, für den die Sonne im Zenith steht. Ein Fehler in 
der Hôhenbestimmung verschiebt demnach einen kleinen Teil der 
Standlinie parallel mit sich um denselben Betrag quer zur Seite, 
so da8 z. B. für einen Fehler von 6’ ein kleiner Teil der Stand- 
linie um 6 Seemeilen zur Seite geschoben ist. Die Genauigkeit, 
mit der nun durch Messung des magnetischen Azimuths ermittelt 
wird, in welchem Punkt der Standlinie sich der Beobachter be- 
findet, hängt davon ab, wie sich das magnetische Azimuth längs 
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der Standlinie ändert. Je weniger es sich für einen gegebenen 
Zeitpankt auf der Standlinie von Punkt zu Punkt ändert, um s0 
geringer ist die Genauigkeit der Ortsbestimmung. Denken wir 
uns die Bogenlänge auf der Standlinie in Seemeilen und das mag- 
netische Azimuth in Bogenminuten gemessen, so gibt der Diffe- 
rentialquotient des magnetischen Azimuths nach der Bogenlänge 
den Fehler des magnetischen Azimuths an, der einen Fehler von 
einer Seemeile auf der Standlinie bewirken würde. Um den Diffe- 
rentialquotienten zu bilden, betrachten wir zunächst das wahre 
Azimuth À. Es ist mit dem Stundenwinkel { der Hôhe k und der 
Deklination © durch die Gleichung verknüpft: 


sin À — rose sint. 
os h 
Mithin ist in einem gegebenen Augenblick längs der Standlinie 
dA cos À 
cos A Fr cos £. 


Der Stundenwinkel, den wir auf der nôrdlichen Halbkugel 
ebenso wie das Azimuth von Süden ab nachmittags positiv, vor- 
mittags negativ rechnen, wächst für einen gegebenen Augenblick 
nach Osten hin. Wenn wir bei spitzem Azimuth die Standlinie 
in dem'Sinne durchlaufen’wie é wächst, so wird, wenn s die Bogen- 
länge (als Winkel gemessen) bedeutet, 


cos p dt 
ds 


Denn die Richtung nach der Sonne ist auf der Standlinie senk- 
recht. Mithin haben wir 
dA cos d cost 


ds  coshcosæ 


— COS À. 


Das magnetische Azimuth Ÿ ist von dem wahren Azimuth um die 
MiBweisang w verschieden 

A = A+, 
die für Deutschland bei der Art, wie wir die Azimuthe rechnen, 
negativ ist. 

Nach Osten hin ändert sich die MiBweisung in der Weise, 
da auf einen Längenunterschied von einem Grad die MiBweisung 
im Durchschnitt ungefähr um 0,6° absolut genommen ab-, also im 
algebraischen Sinne zunimmt. Den EinfluB der Breite auf die 
MiBweisang wollen wir vernachlässigen. Die Berücksichtigang 
würde in Nordwestdeutschland bei der geringen Genauigkeit, mit 
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der wir es zu tun haben, keinen, in Ost- und Süddeutschland einen 


kleinen Unterschied machen. Es ist mithin Lu — (0.6 und daher 


dt 
ax dA 
de = mel 
und 
ax ___ cosdcosé 2 cos À 
ds  coshcos® cos 
Die Genauigkeit wird mangelhaft, wenn ce verschwindet, d. h. 
wenn 
cos d cost — 0.6 cos cos À 
oder 


cotgé — 0.6 ctgÀ. 


Wann kann diese Gleichung erfüllt sein? Für eine gegebene Breite 
und einen gegebenen Stundenwinkel ist das Azimuth absolut ge- 
nommen am kleinsten, wenn die Hôhe Null ist. Das erkennt man 
unmittelbar, wenn man sich einen Punkt des Horizonts mit dem 
Pol durch einen grôften Kreis verbunden denkt und die Punkte 
dieser Linie durch grôfite Kreise mit dem Zenith verbindet. Das 
Azimuth wächst, absolut genommen, wenn man auf jener Linie 
vom Horizont zum Pol geht. Für k — O0 ist 


sind — —cospcos A und 0 = —sinp sind + cosy cosd cost, 
mithin 
__cosé _ sinp 
cos A  cosd 


Für positive Werte von k ist also, so lange À absolut genommen 
kleiner als 90° bleibt, also cos À mit wachsendem | A] abnimmt und 
cost positiv ist 

cosé sin y 

cos À cos 


Für g = 87° ist aber sing = 0,6. Mithin ist dann 


cos ju 0.6 0.6 cos ; 
cos À cos Ô cos À 


D. h. die Gleichung 


cos d cost — 0,6 cos h cos À 


kann für unsre Breiten bis herunter zu 9 — 37° nicht erfüllt 
sein, aufer wenn À absolut genommen grüfer als 90 Grad wird. 
22* 
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Sobald aber À absolut genommen grôBer als 90 Grad ist, so wird 
cos À negativ. Dann kann die Gleichung auch nicht erfüllt sein, 
aufer, wenn cosf auch negativ ist, d.h. vor 6 Uhr morgens oder 
nach 6 Uhr abends wahrer Sonnenzeit. Das verlangt aber na- 
türlich einen positiven Wert von Ô d.h. Sommer. 

Im Sommer kann nun tatsächlich bald nach Sonnenaufgang 
und nicht lange vor Sonnenuntergang der unliebsame Fall ein- 
treten, da 


cos d cost — 0,6 cosh cos À 
wird. 
Einen Ueberblick, wann dies eintreten kann, verschafft man 
sich am besten, indem man die Gleichung in die folgende Form 
bringt 

cos” 0 cos" — 0,36 cos" h (1 — sin° 4) 
und hierin cos*hsin* À — cos’ 0 sin°{ setzt 
cos” 0 (cos’{+0.36sin°t) — 0.36 cos’. 


Nun trage man cost — x als Abszisse und sinh — y als Ordi- 
nate auf 
cos" 0 0.642? + 0.36y° — 0,36 sin'6. 


Dann wird für ein gegebenes d die Gleichung durch eine Ellipse 
mit den Halbachsen 


a —= 0.75tg0 und b = sind 


dargestellt. Von dieser Ellipse kommt aber nur der vierte Teil 
in Betracht, wo x negativ und y positiv ist. Denn sinh ist der 
Natur der Sache nach positiv und cosé mufte, wie wir oben ge- 
sehen haben, negativ sein. Der Zusammenhang zwischen h und #, 
wenn Breite und Deklination gegeben sind, stellt sich in diesem 
Diagramm als gerade Linie dar. Denn es ist 


sinh — siny sind + cosy cosÔ cost 
oder 
y = sing sind + cosp cos x. 
Diese Gerade schneidet die y-Achse bei 
y = sinysinô 


d. h. innerhalb der Ellipse. Sie wird daher den in Betracht kom- 
menden vierten Teil der Ellipse schneiden oder nicht, je nachdem 
die Abszisse des Schnittpunktes der Geraden mit der x-Achse alge- 
braisch kleiner oder grôBer ist als —a. Sie schneidet die Ellipse 
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nicht, wenn 
tgp tgo = 0.75tg0 ; 


sie schneidet sie wenn 
tgptgo > 0,75 tg0. 


In unsern Breïten ist aber tgp 0.75; mithin wird an jedem 
Sommertag morgens und abends einmal der Fall eintreten. Die 
Schnittpunkte der Geraden mit der x- und y-Achse sind bei ge- 
gebener Breite feste Bruchteile der Halbachsen. Mithin sind auch 
die Coordinaten des Schnittpunktes der Geraden mit dem Ellipsen- 
bogen feste Bruchteile der Halbachsen. In der Tat, schreiben wir: 


En M T'Rur Hs Mere 

a — 0.76 a 
so wird 

E+n = 1 
n = sinp+0.7b cosy. EE. 

Aus diesen beiden Gleichungen ergeben sich £ und 7 — das sind 
die Bruchteile der beiden Halbachsen — allein als Funktion von 
@ unabhängig von ô. Für @ — 50° erhält man z. B. £ — —0.9%b; 


n = 0,81. Der Schnittpunkt mit der æ-Achse liegt bei £ — — 1.59. 
Für diese Breite wird demnach der Cosinus des Stundenwinkels 
bei Sonnenaufgang oder Untergang sich zu dem Cosinus des Stunden- 
winkels in dem betrachteten kritischen Moment wie 1,59 zu 0,95 
verhalten. In grober Annäherung bis auf wenige Prozent genau 
kôünnen wir die Cosinus dieser Winkel den ensprechenden Zeiten 
vor 6 Uhr morgens oder nach 6 Uhr abends proportional setzen. 
Wenn demnach die Sonne z. B. eine Stunde vor 6 Uhr aufgeht, 
so wird der kritische Moment ungefähr um 00 — 36 Minuten 
vor 6 Uhr eintreten. Oder wenn die Sonne eine halbe Stunde 
vor 6 Uhr aufgeht, so wird er 18 Minuten vor 6 Uhr eintreten. 

Um sich ein Bild davon zu machen, wie wenig in einem solchen 
Fall die Messung des magnetischen Azimuths taugt, müge ein 
Beispiel ausfübrlich durchgerechnet werden. 

Bei einer Sonnendeklination von +20° sei abends eine Sonnen- 
hôhe von 7° und ein magnetisches Azimuth von +123.05 beob- 
achtet worden. Von dem Ort weif man nur, daf er im mittleren 
Deutschland liegt. Die Greenwicher Zeit im Augenblick der Be- 
obachtung vermindert um die Zeiïtgleichung beträgt 6h 10m. 

Zunächst wird die Mifweisung in grober Annäherung gleich 


300 C. Runge, 


— 101.5 angenommen und damit der genäherte Wert 112°.6 für das 
wabre Azimuth ermittelt. Nun werden auf dem Rechenschieber 
909— 95 und 90°— einander gegenüber gestellt und auf der Skala 
von Ô die Azimuthe abgelesen, die in der Nähe von 112°.6 (d. h. 
180°—112°.6) liegen und runden Werten von # entsprechen. 


i ù MiBweisun : 
Rechenschieber Tnge Le Er 3 nr 

Stundenwinkel [Wahres Azimuth p — 50° 
6h 44m 111.7 94m | — 11.45 123.15 
6 48m 22 38" — 11.0 123.2 
6:52" 112.7 42m — 10.5 123.2 
61 56m 113.3 46m — 10.0 128.3 
7ù Om 113.9 | 50m = 19.3 123.2 
610% 

Greenwicher Zeit 

— Zeitgleichung 


Wären die Isogonen den Längengraden genau parallel, wie wir 
es bei der obigen Betrachtung der Einfachheit halber voraus- 
gesetzt haben, so würde längs der Standlinie das magnetische 
Azimuth sich mit der Länge zwischen 34m und 50m ôstlich von 
Greenwich demnach um nicht mehr als 0°.15 ändern. Will man 
berücksichtigen, da@ die Isogonen die Längengrade schneïiden, s0 
mu man die der Hühe von 7° entsprechende Standlinie berechnen 
und längs der Standlinie die Mifweisung aus der Karte entnehmen 
und damit das magnetische Azimuth berechnen. Es ergibt sich 
mit dem Rechenschieber für die Standlinie 


Länge é | Breite 
38m Gt48n | 4708 
46m 6:56® | 502.95 
50m 721085 | 262935 


Die drei Punkte sind in die Karte der Isogonen eingetragen durch 
eine nahezu gerade Linie verbunden. Längs der Standlinie erhält man: 


Mig- 
weisung 


Wahres 
Azimuth 


Magnetisches 


Breite Azimuth 


Länge 


38" 470.8 —10.75| 111.9 122.65 
42m 490.5 — 10.45 | 112.5 122.95 
46" 500.95 | — 10.0 113.0 123.0 

50" 02235 | — 9.55 | 113.6 123.15 
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Man sieht, daf bei Berücksichtigung der schrägen Lage der Iso- 
gonen das magnetische Azimuth längs der Standlinie hier ein wenig 
stärker veränderlich ist. Immerhin würde aber ein Fehler von 
+ 0°.1 in der Messung des magnetischen Azimuths eine Unbestimmt- 
heit in der Länge von 42 bis 50" und in der Breite von 492.5 
bis 52°.35 zulassen; d. h. man würde im Unklaren darüber bleiben, 
ob man sich bei Nürnberg oder bei Potsdam oder irgendwo da- 
zwischen befindet. 

So lange es nicht môglich ist, das magnetische Azimuth we- 
sentlich genauer zu messen, wird diese Unsicherheit unvermeidlich 
sein, und es bleibt nichts anderes übrig, als sich mit der Stand- 
linie zu begnügen und abzuwarten bis die Umstände günstiger sind. 

Die Berechnung der Breite mit dem Rechenschieber erfordert, 
wenn sie schnell ausgeführt werden soll, einige Uebung. Damit 
nicht zu viel Zeit dadurch verloren wird, da8 man sich auf die 
auf einander folgenden Operationen besinnt, empfehlt es sich ein 
Schema zu benutzen etwa von der folgenden Form 


= Greenwicher Zeit — 
de Zeitgleichung  — 
EE CZ Zgl. = 
1) gegenüber 
909—5 
« gegenüber | } gegen- 
5 ce, (nn 90° über 
ou A —(G. 2.—2g1.) 2)«gegenüber 90°—» gegen- Pi B + y 
| 90°—4 über B 
B gegenüber 
900 —8 
; Mif- 
D - 204 , ! £ 4 weisung 
7h À, B, 2 & pis 
À, 4: | B, | Va P, w, | 
CRT Dit. — Dr 
A—A 
p — Pit y (Pi Pi) 
A—Y 


en Ua 42) 


Ein ähnliches Schema gilt für die Berechnung der Breite aus À, 
h and 0: 


L} Ÿ 
2 1 
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1) k gegenüber 90°—}X 
a : 90° | 5 gegenüber k 


= + (1 
2) «' gegenüber 90°—A | y’ : B' 9 Bio 
B' n 90°— 8 
Bob. it p 
LA ÿi Pi 
Bs V3 Pa 


B' ist negativ zu nehmen, wenn 90°— À negativ ist und y’ hat 
das Vorzeichen von 8’ oder das entgegengesetzte, je nachdem Ô 
dasselbe Vorzeichen hat wie k oder nicht. 


Die ganze Rechnung läft sich mit einiger Uebung in weniger 
als b Minuten ausführen. Besser und schneller wird die Breite 
auf eine andere Weise ermittelt, die keine Rechnung erfordert 
und weniger leicht einem Versehen ausgesetzt ist. 

Sie beruht auf der graphischen Darstellung des Zusammen- 
hanges von y, à, h, À. Setzt man in der Gleichung 


sind — sin sin »— cos cosh cos À, 
x — cospcosh und y — sinpsink 


und denkt sich x als Abszisse, y als Ordinate aufgetragen, so geht 
die Gleichung über in 
y = cos A.x+sind, 


Für jedes Wertepaar 0, À wird die Gleichung durch eine gerade 
Linie dargestellt. Wir zeichnen für 0 — O0 alle Geraden von 
A — —90° bis À — +90° von Grad zu Grad in der Ausdeh- 
nung von æ — O bis x — 1. Sie durchsetzen fächerartig ein 
gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck, dessen Katheten den Werten 
= —90° und À — +90° entsprechen. Um die Geraden zu er- 
halten, die einem andern Wert von 0 entsprechen, braucht man 
nur diese Figur um sinô parallel der y-Achse zu verschieben auf- 
wärts oder abwärts, je nachdem Ô positiv oder negativ ist. Zeichnet 
man auf der y-Achse eine Skala für sinô von Grad zu Grad, um 
die Verschiebung des Gradenbüschels ablesen zu kônnen und zeichnet 
das Gradenbüschel auf durchsichtiges Papier, so kann der Zu- 
sammenhang der vier Veränderlichen x, y, d, À dadurch dargestellt 
werden, daB man das durchsichtige Blatt auf einem rechtwinkligen 
Coordinatennetz verschiebt. Wenn irgend drei von den Variabeln 
gegeben sind, so kann man bei geeigneter Verschiebung die vierte 
ablesen. 


2 ( 
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Um nun auch den Zusammenhang zwischen x, y und ®, h zur 

Darstellung zu bringen, beachte man, daf 

æ+y = Ccos(p—kh) — cos(h—p) 

æ—y —= cos(p+h) 
ist. Allen Werten von g— entspricht eine Schaar von parallelen 
Geraden und allen Werten von +, eine dazu senkrechte Schaar 
von parallelen Geraden. Da x und y für nürdliche Breiten beide 
nur positiv sein kôünnen und cos(g—#) nicht grôBer als 1 sein 
kann, so liegen alle in Betracht kommenden Punkte innerhalb 
eines gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks, dessen Katheten in 
die Coordinatenachsen fallen und dessen Hypothenuse durch die 
Gerade 

z+y = 1 

gebildet wird. 

Wir zeichnen die beiden Schaaren von Geraden für alle Werte 
von @—h von O bis + 90° von Grad zu Grad und für alle Werte 
von + von O bis 180° von Grad zu Grad. Sie brauchen nur 
so weit gezeichnet zu werden als sie in jenem gleichschenklig- 
rechtwinkligen Dreieck liegen. 

Es bilden nunmehr die Linien q—h — const and p+h —= const 
ein rechtwinkliges Coordinatennetz, nur daB die Maschen ungleiche 
GrüBe haben. Die Skala der Punkte, wo die Geraden g—h — 
const und @+k — const die y-Achse schneiden, fällt mit der Skala 
für sind zusammen, auf der die Verschiebung des Geradenbüschels 
abgelesen wird. Nur ist für d = 0 g—h — +90 und p+k = 90° zu 
setzen, für Ô — 1, g—h — +89, p+h — 91° u.s. w. für à — 90°, 
p—h —= 0, p+h — 180°. 

Schiebt man nun das Geradenbüschel über dieses Coordinaten- 
netz, so läBt sich dadurch der Zusammenhang der vier Veränder- 
lichen d, À, o—h, q+h zur Darstellung bringen. Einem festen 
Wert von Ô entspricht eine feste Lage der beiden Blätter auf 
einander. Einem gegebenen Werte von À entspricht eine bestimmte 
Gerade des Büschels, deren Punkte im Coordinatennetz zusammen- 
gehôrigen Werten von + und +(p—) entsprechen. Wählt man 
das obere Zeichen +(æ—k), so ist die halbe Summe dieser beiden 
Werte gleich @ die halbe Differenz gleich »; wählt man das untere 
Zeichen, so ist die halbe Summe gleich 4, die halbe Differenz gleich 
œ. Beides ist zulässig. Wir denken uns die Werte von y und À 
an den Netzpunkten angeschrieben. Jede der beiden Zahlen kann 
gleich y sein; dann ist die andere gleich k. Gehen wir diagonal 
durch die Maschen vorwärts, so bleibt die eine Zahl ungeändert, 
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während die zweite sich ändert; in der anderen Diagonale bleibt 
die zweite ungeändert, während die erste sich ändert. Beides sind 
Punktfolgen, in denen œ konstant ist oder in denen À konstant 
ist. Sie bilden eine Schaar von Ellipsen. Denn setzen wir in den 
Gleichungen 


x — cosp cos}, y = sinpsink 


œ konstant, während wir À verändern, so erhalten wir Punkte 
einer Ellipse mit den Halbachsen cos @ und sing. Für alle Werte 
von œ erhalten wir eine Ellipsenschaar, Dieselbe Schaar erhalten 
wir für alle Werte von k, wenn wir À festhalten und y verändern. 
Denken wir uns die Ellipseu gezeichnet, so erhalten wir ein 
krummliniges Netz, in dem nun die Werte von œ und k selbst 
abgelesen werden kônnen. Für gegebene Werte von Ô, k und À 
kann man auf diese Weise den zugehôürigen Wert von œ ablesen. 
Für die Genauigkeit der Ortsbestimmung im Ballon reicht es aus, 
die Deklination der Sonne während eines Tages als konstant zu 
betrachten. Man braucht daher die Lage der beiden Blätter wäh- 
rend eines Tages nicht zu verändern. Es empfehlt sich, beide 
Zeichnungen photographisch auf durchsichtige Platten zu bringen 
und für den betreffenden Tag eine photographische Pause der 
beiden richtig aufeinandergelegten Zeichnungen anzufertigen. 

Wird der MaBstab so groB genommen, daf die Einheit auf 
der æ- und y-Achse 40 em lang ist, so werden die Maschen des 
Netzes so gro, daf einem Grad die Länge von etwa 5 Milli- 
metern entspricht. Für Ballonfahrten in Deutschland genügt es, 
das Netz nur für die Breiten 45° bis 55° auszuführen und für die 
Hôhen 0° bis 682. 

Ich stelle hier noch ein Mal das ganze Verfahren zusammen. 


Beobachtet: Hôhe — X. Gegeben: Deklination = 0. 
Magnetisches Azimuth — %. Greenwicher Z.—Zeitgleichung = d. 


Rechenschieber LA 7 Ablesung Karte 
änge : 
90—hR gegenüber 90—0 De im der À — A— w 
t : À 1 — t—d4 | Kurvennetz | Isogonen 
d À; 4, Pi w; LE 
L, À, À, Pa a A, 


Dif.: 4,—14, Diff: p,—, Diff: A,—YX 
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p—=pi+ A, —U, Pa — Pis 


AY, 
A, —Y, 


À —1,+ oi 

Die Berechnung von 4,, 4,, o,, œ, läft sich in einer Minute und 
zwanzig Sekunden ausführen. Das Aufsuchen der Mifweisungen, 
die Berechnung der magnetischen Azimuthe und die Interpolation 
der gesuchten Länge und Breite erfordert dann ungefähr noch 
einmal dieselbe Zeit. 

Eine andere Methode, die unter Umständen ihre Vorzüge 
besitzt, gründet sich auf die Azimuthtafeln der Seeleute. Diese 
Tafeln geben das Azimuth als Funktion von Breite, Deklination 
und Stundenwinkel. Für eine genäherte Breite entnimmt man aus 
der Tafel zu zwei genäherten Stundenwinkeln die zugehôrigen 
Azimuthe. Mit der Greenwicher Zeit und der Zeitgleichung er- 
mittelt man die zugehôrigen Längen, liest aus den Karten der 
Isogonen die diesen beiden Orten entsprechenden Mifweisungen ab 
und berechnet damit die beiden magnetischen Azimuthe. Das be- 
obachtete magnetische Azimuth bestimmt dann auf diesem Parallel- 
kreise einen gewissen Punkt, den man durch Interpolation findet. 
In derselben Weiïse ergibt sich auf einem zweiten Parallelkreise 
ein Punkt. Der geometrische Ort der Punkte der Erdoberfläche, 
wo in dem Augenblicke das betreffende magnetische Azimuth be- 
obachtet wird, läuft dann durch diese beiden ermittelten Punkte 
und kann zwischen den beiden Punkten durch ihre gerade Ver- 
bindungslinie dargestellt werden, wenn sie nicht zu weit von ein- 
ander entfernt sind. 

Das beobachtete magnetische Azimuth liefert auf diese Weise 
eine Standlinie, die auch für sich allein eine gewisse Bedeutung 
hat. Gesetzt zum Beispiel, die Sonne wäre nur auf einen Augen- 
blick sichtbar gewesen, und es wäre zwar gelungen ein magne- 
tisches Azimuth zu bestimmen, aber für die Messung der Hôhe 
hätte die Zeit nicht mehr gereicht. Dann würde man immerhin 
wissen, daB man sich auf der ermittelten Standlinie befindet. Die 
Hôhe allein liefert eine zweite Standlinie. Der Schnitt der beiden 
Standlinien ist der Punkt, der der gleichzeitigen Beobachtung von 
Hôhe und Azimuth entspricht. 

Man kann den Schnittpunkt dadurch finden, dafi man in den 
beiden Punkten, deren Verbindungslinie die aus dem Azimuth 
gewonnene Standlinie darstellt, die Hôhe berechnet, welche die 
Sonne in dem Augenblick der Beobachtung dort haben müfte. 
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Die beobachtete Hôhe bestimmt dann auf jener Standlinie einen 
Punkt, den man wieder durch lineare Interpolation mit ausrei- 
chender Genauigkeit gewinnt. Die Hôhe findet man dabei mit 
dem Rechenschieber aus 0, é und 4. 


Beispiel : 
Hôhe: 12°9' | 
Deklination:  —15°40' Greenwicher Z.— Zeitgl.: 2: 0.8" 
Magn. Azimuth: + 520.1 
; Stunden- | Azimuth- : - M t. Lä 
Breite kel tafel Länge weisung rer or 
52° | 250» | 4199 | 49.2") —9.65 | 51°55 | 57m 
3 449.1 |59.2"| —83 b20,4 ‘ 
539 | 2hb0m | 4107 |49.92m| — 9.6 51°.3 B9.2m 
3 439.9 | 59.2m | — 8.2 522.1 à 


Die Verbindungslinie der beiden Orte 


Breite Länge 
b29  bb.7" 
56e: 59.28 


ist die dem beobachteten magnetischen Azimuth entsprechende 
Standlinie. Ein Messungsfehler von 0°.1 verschiebt die Standlinie 
nahezu parallel mit sich in ostwestlicher Richtung um etwa 1.2" 
Längenunterschied. 

Zu den beiden Punkten gehôren die folgenden Stundenwinkel 
und wahren Azimuthe, die sich durch Interpolation der obigen 
Werte ergeben, 


Brit | Lange | Mes | Sue 
52° | 55.7" | 43935 | 2k56.b" 
53° |59.2" | 432.9 32 Om 


Damit ergeben sich auf dem Rechenschieber die Hôhen 122.3 und 
11.0 und, da die beobachtete Hôhe 120.15 ist, so liefert die Inter- 
_polation 
Breite  Länge 
529.1,1p -D6.1%. 
Die Abweïichung von dem oben gefundenen Ort 


Breite  Länge 
5292  bb.7" 


20% 
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erklärt sich ausreichend daraus, daf die Azimuthe in der Rech- 
nung auf die erste Decimale abgekürzt sind. 

Die beiden hier angegebenen Methoden haben eine gewisse 
Symmetrie zu einander. Bei der ersten liefert die beobachtete 
Hôhe eine Standlinie und der gesuchte Punkt wird durch Berech- 
nung zweier magnetischen Azimuthe gemäB dem beobachteten 
magnetischen Azimuth interpoliert. Bei der zweiten Methode 
liefert das beobachtete magnetische Azimuth eine Standlinie und 
der gesuchte Punkt wird durch Berechnung zweier Hôhen gemäf 
der beobachteten Hôhe interpoliert. Die Hilfsmittel bestehen 
im ersten Fall aus dem Kurvennetz, dem neuen Rechenschieber 
und einem gewôühnlichen Rechenschieber (zur Interpolation), im 
zweiten Fall aus den Azimuthtafeln und denselben beiden Rechen- 
schiebern. 


Ueber die Gestalt einer Fläche 4ter Ordnung. 
Von 
David Hilbert. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 17. Juli 1909. 


Bei der Untersuchung der Gestalten algebraischer Flächen 
wird die Kenntnis derjenigen singularitätenfreien Flächen, die 
topologisch am mannigfaltigsten gestaltet sind, von besonderer 
Wichtigkeit sein. 

Es soll, wenn 

F(&,-y;4, 0) =.0 


eine Gleichung mit reellen Koeffizienten in den homogenen Koor- 
dinaten x, y,z,t ist, unter dem Mantel einer durch diese Glei- 
chung dargestellten Fläche ein solches System von reellen Punkten 
{&:y:z:t) bezeichnet werden, welches stetig zusammenhängt — so 
daB bei Benutzung gewôhnlicher rechtwinkliger Koordinaten x, y, z 
(t = 1) auch diejenigen Teile der Fläche im Raume, welche nur 
im Unendlichen zusammenhängen, als zu demselben Mantel gehôrig, 
anzusehen sind. Ein Flächenmantel heife wie üblich vom Ge- 
schlechte p, wenn auf demselben p und nicht mehr als p getrennte 
in sich zurückkehrende Schnitte müglich sind, die den Flächen- 
mantel nicht zerstückeln. Einem Flächenmantel vom Geschlechte 
p schreibe ich die Rangzahl p+1 zu und verstehe alsdann unter 
dem Rang irgend einer algebraischen Fläche stets die Summe 
der Rangzahlen ihrer Mäntel. 

Was nun die Fläche 4ter Ordnung betrifft, so folgt aus den 
Untersuchungen von K. Rohn'), daB dieselbe keinen hôheren als 
den Rang 12 besitzen kann. Andererseits dürften unter den bis- 


1) Preisschriften, herausgegeben von der Fürstlich Jablonowskischen Gesell- 
schaft. Leipzig 186. 
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her bekannten Flächen 4ter Ordnung wobhl diejenigen den hôchsten 
Rang aufweisen, die aus 10 getrennten Ovalen bestehen und denen 
mithin der Rang 10 zukommt. Im Folgenden will ich eine sin- 
gularitätenfreie Fläche 4ter Ordnung angeben, die 
wirklich den Maximalrang 12 besitzt, nnd mithin ein 
Extremum hinsichtlich der Mannigfaltigkeit der Ge- 
stalten der Flächen 4ter Ordnung repräsentiert. 

Zu dem Zwecke konstruieren wir den Kreis mit dem Radius 
1 um den Nullpunkt des Koordinatensystems (x, y) als Mittelpunkt 
und sodann eine Ellipse, die jenen Kreis in den 4 reellen Punkten 
À, B, C, D schneidet. Wir setzen 

ka, 9) = a +ÿ—1 
und bezeichnen mit Æ die linke Seite der Ellipsengleichung, mit 
einem solchen Vorzeichen versehen, daB E im Inneren der Ellipse 
negativ ausfällt. Ferner bestimmen wir in der xy-Ebene 4 gerade 
Linien 
=D = 0 d, =0,0t = 0, 
von denen jede den auferhalb der Ellipse gelegenen Kreisbogen 
À, B in 2 Punkten trifft; dann ist es gewiB môglich die Kon- 
stante # positiv oder negativ so klein zu wählen, daB die durch 
die Gleichung 
C(x, y) = kE+aill, = 0 


S: o: 
n : 


[e] S 
A : “ ' 
i) à S" 5 pu LR 
lun) LE 
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dargestellte Kurve 4ter Ordnung in der Weise, wie Figur 1 zeigt, 
4 geschlossene Kurvenzüge aufweist, von denen einer den Kreis- 
bogen AB in aufeinander folgenden 8 Punkten schneidet. End- 
lich môge die Konstante x positiv so klein gewählt werden, daf 
die durch die Gleichung 


D(x, y) = kC+x = 0 


Figur 2. 


dargestellte Kurve 6 ter Ordnung in der Weise, wie Figur 2 zeigt, 
11 geschlossene Kurvenzüge besitzt, von denen die 6 Züge 1, 2, 
.., 6 von einander getrennt auBerhalb des Kreises 4 — 0 ver- 
laufen, während die 5 anderen 7, 8, ..., 11 innerhalb des Kreises 
liegen und zwar so, daB einer der Züge nämlich 10 den Zug 11 
umschlieft, während die 3 anderen 7, 8, 9 auBerhalb 10 gelegen 
sind. Diesem Umstande entsprechend, fällt die Funktion D inner- 
halb der Züge 1, 2, ..., 9 und ebenso in dem ringfôrmigen inner- 
halb 10 und auBerhalb 11 gelegenen Gebiete negativ aus. 

Wir untersuchen nun die Gestalt derjenigen Fläche 4ter Ord- 
nung, deren Gleichung im xyz-Raume wie folgt lautet : 


F = k# +2 C = 0. 


Vermôge dieser Gleichung gehôren zu einem Wertsysteme x, y 
dann und nur dann 2 reelle Werte von z, wenn D >0 ausfällt, 
und diese Werte sind beide gewiB endlich aufer für #4 — O0; in 
diesem Falle wird einer der beiden Wurzelwerte z unendlich und 
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zwar zeigt die Entwickelung nach steigenden Potenzen von # in 
der Form 


+80 


daf derselbe negativ bez. positiv über alle Grenzen wächst, je 
nachdem sich der Punkt x, y in der æy-Ebene von aufen oder von 
innen her dem Kreise 4 — 0 nähert. Die unendlich ferne Ebene 
schneidet unsere Fläche F = 0 in einer Kurve, die durch den 
Kegel 

(+9) — (x, y), = 0 


bestimmt ist, wobei (x, y), zur Abkürzung für den in C auftreten- 
den homogenen Ausdruck 4ter Ordnung in den Variabeln x, y ge- 
setzt ist. Da die Kurve 4ter Ordnung C — O0 ganz im Endlichen 
der xy-Ebene verläuft und C für genügend grofe Werte x, y po- 
sitiv ausfällt, so ist (x, y), eine positiv definite Fanktion. Hieraus 
folgt, daB die durch die Ebene z — 1 von jenem Kegel ausge- 
schnittene Kurve 4ter Ordnung 


ay (tr, y) = 0 


nur aus einem geschlossenen Zuge besteht und den Punkt x = 0, 
y — 0, der innerhalb dieses Zuges liegt, als isolierten Doppel- 
punkt besitzt — in Uebereinstimmung damit, da für die Fläche 
F — 0 der unendlich ferne Punkt der z-Axe ein Knotenpunkt ist. 
Die Projektion des eben betrachteten Kurvenzuges der Kurve 
4ter Ordnung vom Koordinatenanfangspunkt aus d. h. der unend- 
lichferne Kurvenzug unserer Fläche 4ter Ordnung F = 0 werde 
mit © bezeichnet. 

Diese Ergebnisse genügen, um ein anschauliches Bild der 
Fläche F — O0 zu gewinnen. Aus dem Unendlichen von & her, 
zunächst ganz in dem negativen unterhalb der xy-Ebene liegenden 
Halbraume verlaufend, kommt ein Blatt der Fläche her, bleibt 
stets auBerhalb des Kreiszylinders 4 — O0 und nähert sich diesem 
von auBen her nach unten zu asymptotisch für negativ über alle 
Grenzen wachsende z an.. Zugleich kommt ebenfalls aus dem Un- 
endlichen von & her, zunächst ganz in dem positiven über der xy- 
Ebene liegenden Halbraume verlaufend ein zweites Blatt; dieses 
durchdringt den Kreiszylinder 4 — O und kehrt dann nach dem- 
selben zurück, sich an ihn von innen in die Hôhe für positiv un- 
endlich wachsende z asymptotisch anschmiegend. Die beiden aufer- 
halb des Kreiszylinders 4 — 0 übereinander herziehenden Blätter 
der Fläche hängen nun längs derjenigen Kurven zusammen, deren 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Xlasse. 1909. Heft 8. 23 
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Projektionen auf die xy-Ebene die Züge 1, 2, ..., 6 sind: dadurch 
entstehen in der Fläche 6 auBerhalb des Kreiszylinders 4 — 0 be- 
findliche Lôcher. Das obere Blatt liefert ferner wegen derjenigen 
Kurven deren Projektionen in die xy-Ebene die Züge 7, 8, 9, 10 
sind und längs deren es mit sich selbst zusammenhängt, noch 4 
weitere Lôcher für unsere Fläche. Der Kurvenzug 11 endlich gibt 
zu einem von den bisher beschriebenen Blättern getrennt ver- 
laufenden neuen Mantel der Fläche, einem einfachen Ovale, Anlaë. 

Wenn wir nun unsere Fläche F — 0 längs den sämtlichen 10 
Kurven, deren Projektionen die Züge 1, 2, ..., 10 sind aufschneiden, 
so wird dadurch im Endlichen das obere Blatt vôllig von dem 
unteren abgetrennt, auBerdem aber auch das innerhalb des Kreis- 
zylinders 4 — O0 verlaufende sich gegen diesen anschmiegende 
letzte Flächenstück des oberen Blattes von dem übrigen Teil dieses 
Blattes losgelôst. 

Nan ist vorhin gezeigt worden, daf das obere Blatt unserer 
Fläche mit dem unteren durch die unendferne Kurve & zusammen- 
hängt; andererseits stoBen das untere Blatt und das losgelôste 
Flächenstück des oberen in dem unendlichfernen Knotenpunkt der 
Fläche aneinander. Um also eine Fläche ohne einen Knoten zu 
erhalten, welche durch jene 10 Schnitte nicht zerstückelt wird, 
haben wir nur nôtig, F derart zn variieren, daB die Kurve, welche 
die varüerte Fläche aus der unendlichfernen Ebene ausschneidet, 
an Stelle des Doppelpunktes einen neuen reellen Zug aufweist. 
Dies geschieht durch Konstruktion einer Fläche, deren Gleichung 
wie folgt lautet : 


G = —-s# +ke+2n2—C — 0, 


wo # eine s0 kleine positive Konstante bedeutet, daB G sowie 
alle für noch kleinere positive s gebildeten Funktionen eine von 
Nall verschiedene Diskriminante aufweisen. In der Tat ist die 
unendlich ferne Kurve dieser Fläche durch den Kegel 


— eu + (x +y")2"—(x, VA — 0 


gegeben und der Schnitt dieses Kegels mit der Ebene z — 1 ist 
eine Kurve 4ter Ordnung, welche aus 2 Zügen besteht. Der in- 
nere Zug, der aus dem Doppelpunkte æ — 0, y — 0 der früheren 
Kurve entstanden ist, vermittelt den Zusammenhang des oberen in 
dem positiven Halbraume für positiv unendlich wachsende 2 sich 
immer mehr erweiternden Flächenstückes mit dem unteren in der 
negativen Halbebene für negativ unendlich wachsende z sich eben- 
falls immer mehr erweiternden Blattes der neuen Fläche G = 0. 
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Damit ist eine singularitätenfreie Fläche 4ter Ordnung angegeben 
worden, die aus 2 Mänteln besteht, von denen der eine das Geschlecht 
10, mithin den Rang 11 und der andere das Geschlecht 0, mithin den 
Rang 1 aufweist. Diese Fläche besitst den Maximalrang 12. 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, daff die zwecks Realisierung 
des Ranges 12 nächstliegenden Fälle, nämlich 12 einfache Ovale oder 
ein Mantel mit 11 Lôüchern bei Flächen 4ter Ordnung nicht vor- 
kommen künnen. Nehmen wir nämlich an, da eine solche Fläche 
vorläge, so müBte es môüglich sein, durch geeignete Variation 
der Koeffizienten der Flächengleichung im ersteren Falle zu einer 
Fläche 4ter Ordnung mit einem isolierten Knotenpunkt und im 
letzteren Falle zu einer solchen Fläche 4ter Ordnung zu gelangen, 
die einen Knotenpunkt mit reellem Tangentialkegel besitzt, ohne 
vorher eine Fläche mit einer Singularität passiert zu haben. Durch 
Projektion der erhaltenen Fläche von ihrem Knotenpunkt aus auf 
eine Ebene würde in beiden Fällen eine ebene Kurve 6ter Ord- 
nung hervorgehen, die aus 11 auferhalb von einander getrennt 
verlaufenden Zügen bestände. Daf aber eine solche Kurve nicht 
existiert, ist einer der tiefstliegenden Sätze aus der Topologie der 
ebenen algebraischen Kurven; derselbe ist kürzlich von G. Kahn 
und K. Loebenstein!) auf einem von mir angegebenen Wege be- 
wiesen worden. 


1) Vgl. die Gôttinger Dissertationen und eine demnächst in den Math. Ann. 
erscheinende Abhandlung derselben Verfasserinnen. 
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Zur Theorie der konformen Abbildung 
Von 


David Hilbert. 


Vorgelegt in der Sitzung am 17. Juli 1909. 


In meiner Abhandlung über das Dirichletsche Prinzip?) habe 
ich auf Grund dieses Prinzips eine strenge Methode zum Nach- 
weise der Lôsbarkeit der Randwertaufgabe in der Theorie des 
ebenen Potentials dargelegt: ich môchte jetzt zeigen, daB diese 
Methode der weitgehendsten Anwendung fähig ist und insbesondere 
sehr allgemeine und fundamentale Probleme aus der Theorie der 
konformen Abbildung zu lôsen gestattet. 

Die Modifikation, deren meine in der zitierten Abhandlung 
entwickelte Methode dabei bedarf, môchte ich des leichteren Ver- 


1) Diese Mitteilung giebt im Wesentlichen den Inhalt eines Vortrages wieder, 
den ich im April dieses Jahres gelegentlich der Anwesenheit des Herrn H. Poin- 
caré in der Gôttinger mathematischen Gesellschaft gehalten habe. Hinsichtlich 
der genauen Durchführung der Beweise verweise ich auf die demnächst erschei- 
nende Gôttinger Dissertation von R. Courant. 

2) Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 8 (1900) und 
Festsehrift zur Feier des 150 jährigen Bestehens der K. Ges. d. Wiss. zu Güt- 
tingen (1901), abgedruckt in Math. Ann. Bd. 59. Vgl. auch die daran an- 
knüpfenden Abhandlungen von ©. Bolza, Lectures on the Calculus of Variation, 
(1904), Cap. VIT; C. Carathéodory, Math. Ann. Bd. 62 (1906); Ch. A. Noble, Disser- 
tation Gôttingen (1901); G. Fubini, Rendiconti del circolo matematico di Pa- 
lermo Bd. 22 (1906), Bd. 23 (1907), Annali di matematica Ser. 3 Bd. 16 (1907), 
Atti della R. Accademia dei Lincei Ser. 5 Bd. 16 (1907), Bd. 17 (1908); He- 
drick, Diss. Gôttingen (1901); B. Levi, Rendiconti del circolo mat. di Palermo 
Bd. 22 (1906); H. Lebesgue, Comptes Rendus Bd. 144 (1907), Rendiconti del 
circolo mat. di Palermo Bd. 24 (1907); W. Ritz, Güttinger Nachrichten (1908), 
Journ. für Math. Bd. 135 (1909); E. Holmgren, Comptes Rendus Bd. 142 (1906), 
Arkiv fôr matematik, astronomi och fysik Bd. 3 (1906). 
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ständnisses wegen an einem der einfachsten Randwertprobleme 
auseinandersetzen, nämlich an folgendem Problem: 

Randwertproblem. In der æy-Ebene sei ein Gebiet & 
gegeben, das von einer analytischen doppelpunkt- 
losen Kurve begrenzt ist: gesucht wird eine Potential- 
funktion w(x,y) von folgender Beschaffenheit: 

1. u(x,y) soll sich innerhalb & überall regulär ver- 
halten mit Ausnahme eines Punktes, etwa des Null- 
punktes, der innerhalb @ liegen môge, in dessen Um- 
gebung . 

x 
u(x, y) = re IS) 
sein müge, wo R(x,y) eine im Nullpunkt reguläre 
Potentialfunktion bedeutet; 

2. die zu u(x,y) konjugierte Potentialfunktion v(x,y) 
soll, wenn der Punkt x,y auf der Randkurve liegt, 
einen konstanten Wert haben. 

Wir wollen nun dieses Randwertproblem durch ein Minimal- 
problem, wie es im Sinne unserer Methode des Dirichletschen 
Prinzips liegt, ersetzen. Zu dem Zwecke schlagen wir um den 
Nullpunkt einen Kreis, dessen Inneres wir mit X bezeichnen und 
konstruieren um diesen Kreis ein ebenfalls noch ganz innerhalb 
des gegebenen Gebietes & liegendes Quadrat mit den Ecken 
zx = +a, y = +a, wo die positive GrôBe a den Kreïisradius 
übertrifft. Der auBerhalb des Kreises und innerhalb des Quadrates 
liegende Teil von & werde mit Q und der auBerhalb des Quadrates 


Figur 1. 


liegende Teil von & mit À bezeichnet, so daf das gesamte Gebiet 
von & sich aus den drei Teilgebieten ÆX, Q, À zusammensetzt. 
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Nunmehr definieren wir eine Funktion ®(x,y) der Variabeln 
x,y wie folgt: wir setzen 


D(x,y) = ——; in K 
= 0 in À 


und nehmen für @ innerhalb und auf der Grenze von Q nämlich 
auf dem Rande des Kreises und des Quadrates eine zweimal- 
stetig differenzierbare Funktion von x, y, sodaf @, abgesehen vom 
Nullpunkt, überall innerhalb & eine Fanktion der Variabeln x, y 
wird, deren zweite Ableitungen nach x,y noch stetig sind. 

Setzen wir ferner 


z 
& C(a, y) = FETE D (x, y), 
#20 67, JC 
7 (&, y) — 40 = Ge ? op? 
so ist y eine überall in & stetige Funktion, die sowohl in X, wie 
in À identisch verschwindet. Nach der Greenschen Formel, ange- 
wandt auf Q, ist 


(10) oc 
 Jacazay _— ARRET 
(Q) () (a) 


wo die einfachen Integrale rechter Hand über #, die Peripherie 
des Kreises, und g, den Rand des Quadrates, zu erstrecken sind. 
Da nun die normalen Ableitungen von C die Werte 


ue auf 
on 
x 1 
0C __ x +y +7 
Ont tauvn Fr 


und da 
y = 4C 


in À identisch verschwindet, so ist auch 


+a a 
Mrs = 0. 


—4—4à 
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Wir setzen nun 


= ee) für —a = x <a, 
0 für & <—a und x > a, 


so daf 
+a 
j} E(x) de = 1 
wird, ferner 
+ a 
7 (y) = J@yd 


aa) = [ir (9-80 0) dx 


BG = J E@nG a. 


Die Funktionen «,B werden, wie sofort zu sehen ist, in À über- 
all identisch null, und innerhalb des Quadrates gilt die Gleichung 


@) ner 


Das Minimalproblem, welches unser ursprüngliches Randwertpro- 
blem ($S. 315) zu ersetzen vermag, lautet nun wie folgt: 

Minimalproblem. Es soll eine innerhalb & überall 
stetig differenzierbare Funktion y gefunden werden, 
für welche das über & zu erstreckende modifizierte 
Dirichletsche Integral 


DX{y) = ice ) +(52- ) Fe dy 


zum Minimum wird; dabei bedeuten «, B die eben kon- 
struierten nur innerhalb des Quadrates von Null ver- 
schiedenen Funktionen der Variabeln x, y. 

Dieses Minimalproblem ist von der Art, daB die in meiner 
anfangs zitierten Abhandlung entwickelte Methode unmittelbar auf 
_ dasselbe anwendbar wird: dieselbe ergibt dann die Existenz einer 
zweimalstetigdifferenzierbaren Funktion y, die die Minimalforderung 
erfüllt. : 


2 
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Wir wollen nun den Nachweis führen, daf 


u(x,y) = p(x,y) + D(x,y) 


diejenige Potentialfunktion ist, die unser Randwertproblem (S. 315) 
lôst. 

Zu dem Zwecke berücksichtigen wir, daB wegen der Minimal- 
eigenschaft der Funktion y das Verschwinden der ersten Variation 
d. h. die Gleichung 


(3) [JE a) $ = + (Se — 8) ardy = 0 


(&) 
statt hat, wo £ eine willkürliche innerhalb @ stetigdifferenzierbare 
Funktion der Variabeln x,y bedeutet. Nunmehr folgt aus (3) nach 
der Greenschen Formel 


Jr a a )ees = 0 


und demnach 


oder mit Rücksicht auf (1), (2) 
4 = y = 40 


und wegen (1) 
4(p+9®) = 


du ==\0, 


d.h. ist eine innerhalb & eindeutige Potentialfunktion. 

Nach den Regeln der Variationsrechnung ist auf dem Rande 
von & die normale Ableitung der Funktion ® und daher auch 
von # Null und mithin ist die zu w konjugierte Potentialfanktion 
v auf dem Rande konstant, d.h. auch die Forderung 2 des Rand- 
wertproblems ist erfüllt. 

Zugleich folgt aus dem Verschwinden der ersten Variation 
d. h. der Gleichung (3) in bekannter Weiïse, daf die Funktion 
und mithin auch die Funktion « durch die auferlegten Forderungen 
bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt sind. 

Die Potentialfunktion w ist, wie man leicht sieht, durch die 
Eigenschaft charakterisiert, daB für dieselbe das Dirichletsche 


Integral [ES 0 ; Va ù 


oder 


LACa 
— 
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ein Minimum wird, worin &* ein Gebiet bedeutet, welches aus & 
entstanden ist, wenn man die Umgebung des Nullpunktes durch 
eine analytische Kurve ausschlieft und nur solche Funktionen zum 
Vergleich zuläft, welche auf dieser analytischen Kurve dieselben 
Werte wie « annehmen. 

Wir betrachten nunmebr die durch die Formel 


FC) = u(x,y)+iv(x,y) 
gegebene Funktion der komplexen Variabeln z — x+iy. Es sei 
c—= a+ib 


eine Konstante, deren Imaginärteil b dem reellen Werte, den v am 
Rande des Gebietes & annimmt, nicht gleichkommt: dann ist 


Uf(e)—c} = 41{(u—a) +(v —8}} + à arotg TP. 


Da nun der Quotient 2 bei einem Umlauf des Punktes z 
auf dem Rande des Gebietes & nirgends Null werden kann, so 
bleibt arctg 2 und mithin auch l{f(+) — c} nach diesem Umlaufe 


ungeändert d.h. die analytische Funktion f(z) — c besitzt innerhalb 
S ebensoviel Pole wie Nullstellen: f(z) nimmt also den Wert c 
innerhalb & einmal und nur einmal an. Wir schliefien hieraus leicht, 
daB die komplexe Funktion f(2) eine konforme Abbildung vermittelt, 
bei der dem Inneren von & die ganze uv-Ebene entspricht mit 
Ausnahme eines endlichen geradlinigen zur u-Achse parallelen 
Schlitzes. 

Das ursprüngliche Randwertproblem und das Minimalproblem 
erweisen sich demnach als aequivalent mit dem folgenden Problem: 

Problem der konformen Abbildung. Es soll das Innere von 
& auf eine von einem geradlinigen Schlitz begrenzte 
Ebene konform abgebildet werden. 

Es ist von erheblichem Interesse, daB die sämtlichen bis- 
her dargelegten Beweismethoden und Resultate unmittelbar auf 
ein beliebiges irgendwie zusammenhängendes Gebiet & übertragbar 
sind; insbesondere folgt die Existenz der Minimalfunktion für 
ein beliebiges Gebiet & ohne weiteres nach der oben dargelegten 
Methode des modifizierten Dirichletschen Integrals D*. Ich fasse 
die sich so ergebenden Resultate, wie folgt, zusammen: 

Theorem. Es sei & ein auf der xy-Ebene gelagertes irgenduwie 
zusammenhängendes Gebiet von endlicher oder unendlicher Blätterzahl 
mit endlichvielen oder unendlichvielen Verzweigungsstellen oder  Ver- 
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zweigungsgebieten. und beliebigen Randpunkten oder Randkurven: dann 
gibt es stets eine Potentialfunktion u, die in einem vorgeschriebenen Punkte 
von & in nt dt Weise von der ersten Ordnung, etwa wie 


ur x für æ —0,y =0 


unendlich wird und für die überdies das Dirichletsche Integral 


HOROIEE 


ein Minimum wird, wobei &* ein Gebiet bedeutet, welches aus & ent- 
standen ist, wenn man die Umgebung des Nullpunktes durch eine 
analytische Kurve ausschlieft und nur solche Funktionen zum Vergleich 
zuläft, welche auf dieser analytischen Kurve dieselben Werte wie u 
annehmen. Die Potentialfunktion u ist durch diese Eigenschaft bis auf 
eine additive Konstante eindeutig bestimmt. 

Durch Vermittlung derjenigen komplexen Funktion, deren Realteil 
u ist, wird das Innere des Gebietes & konform auf die einfache uv- 
Ebene abgebildet, die von endlichvielen oder unendlichvielen zur u-Achse 
parallelen Schlitzen begrenet ist; die Menge dieser Schlitze ist in der 
uv- Ebene eine abgeschlossene und dennoch nirgends dichte d. h. eine 
diskrete. Die Schlitze kônnen sich zum Teil oder sämitlich auf Punkte 
reduzieren; sie sind stets dann von endlicher Lünge, wenn das Ge- 
biet & die Eïigenschaft besitet, dafj innerhalb derselben jeder in sich 
zurückkehrende Schnitt dies Gebiet zerstückelt; andernfalls jedoch gibt 
es noch gewisse Paare von Schlitzen, die von der negativen Seite her 
aus dem Unendlichen kommen: dabei sind die senkrecht übereinander 
gelegenen Punkte eines jeden Schlitzpaares Bildpunkte des nämlichen 
Punktes innerhalb & und die Umgebungen der Schlitzpaare bilden 
jedesmal — entsprechend dem inneren Zusammenhange von & — in 
der Weise ein zusammenhäüngendes Blatt, dafj ein Weg, der läüngst 
eines Pfeiles in der Figur auf einen Schlitz trifft, längst des gleich- 
gerichteten Pfeiles vom anderen Schlitz aus fortgesetst werden mu. 


Figur 2. 
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Zum Schlusse môchte ich auf einige spezielle Anwendungen 
meines Theorems hinweisen. 

Erstes Beispiel. Es sei & ein auf der xy-Ebene gelagertes 
Gebiet mit beliebigvielen Blättern und Verzweigungspunkten, aber 
von einfachem Zusammenhange: dann sagt das vorstehende Theorem 
aus, daB das Innere dieses Gebietes & konform abbildbar ist auf 
die Vollebene ohne Schlitz, oder auf die Ebene mit einem Schlitze, 
der sich auch auf einen Punkt reduzieren kann. Da die mit einem 
Schlitze versehene Ebene, wenn dieser Schlitz eine von Null ver- 
schiedene Länge besitzt, sich bekanntermaen auf die Halbebene 
konform abbilden läft, so folgt, daB & entweder auf die Vollebene 
oder auf die Ebene mit Ausschluf eines Punktes oder auf die 
Halbebene konform abgebildet werden kann — ein Satz, der zuerst 
von H. Poincaré und P. Koebe bewiesen worden ist und auf Grund 
dessen diesen Forschern insbesondere der Nachweis für die Existenz 
der eine gegebene algebraische Kurve uniformisierenden automorphen 
Funktionen mit Grenzkreis gelang. 

Zweites Beiïispiel. Es sei & eine zu einer algebraischen 
Funktion vom Geschlecht p gehôrige Riemannsche Fläche. Da 
dieses Gebiet keinerlei Randpunkte oder Randkurven besitzt, so 
ist die ww Ebene; mit keinerlei Schlitzen von endlicher Länge ver- 
sehen. Bestimmt man auf & diejenigen 2p Punkte P,(s — 1,2,..., 2p) 
für die af 

als 

wird, so zeigt sich, daf unter allen denjenigen Kurvenstücken 
v — const, die von dem Nullpunkte in & aus nach der nämlichen 
Richtung hin laufen, immer je zwei auf einen jener 2p Punkte 
P,, P,,... P,, treffen und da durch diese 4» Kurvenstücke 
v — const die Riemannsche Fläche & in eine einfachzusammen- 
hängende Fläche zerschnitten wird. Diese Fläche wird dem Theorem 
entsprechend auf die mit p Schlitzquadrupeln versehene wv-Ebene 
abgebildet, wobei jedes Quadrupel aus zwei Schlitzpaaren besteht, 
die in der durch die Figur (p — 2) bezeichneten Weise unterein- 
ander zusammenhängen. Es sei noch bemerkt, daf jedesmal einem 
Ufer der beiden in demselben Punkte P, auf & endigenden Schnitte 
v — const die beiden Ufer eines Schlitzes des betreffenden 
Schlitzpaares entsprechen. 

Das eben gewonnene Schlitzsystem ist offenbar durch die 
Endpunkte der Schlitze in der wv-Ebene bestimmt und hängt dem- 
nach von 6» Konstanten ab. Berücksichtigen wir nun, daf in der 
gegebenen Riemannschen Fläche & noch der Nullpunkt des Koor- 


21%* 
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dinatensystems x,y und die Richtung der x-Achse zu wählen frei- 
steht und uns demnach noch 3 Konstanten zur Konstruktion der 
Funktion f(+) zur Verfügung stehen, daB ferner mit f(2) offenbar 
zugleich auch die Funktion 

af(z)+b+ci 


mit den 3 weiteren reellen Konstanten a, b, c die Abbildungeauf 
die mit einem Schlitzsystem der in Rede stehenden Art versehene 


(p = 2) 


Lu 


— L 


Figur 3. 


uv-Ebene vermittelt, so erkennen wir, daf es für eine Riemannsche 
Fläche vom Geschlecht p noch eine 6-parametrige Schaar von Ab- 
bildungen auf Schlitzebenen von obiger Art gibt. Wird nun p 1 
vorausgesetzt, so ist eine kontinuirliche Schar konformer Abbil- 
dungen der Riemannschen Fläche in sich nicht môglich und daher 
müssen dann die erhaltenen Schlitzebenen ebenfalls genau eine 
6-fache Schaar bilden; da aber, wie wir sahen die Schaar aller 
Schlitzebenen obiger Art eine 6p-fache ist, so findet sich damit 
die bekannte Tatsache bestätigt, da die Zahl der reellen Moduln 
einer algebraischen Funktion vom Geschlecht p, für p > 1 genau 
6p — 6 beträgt. 

21=* 
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Drittes Beispiel. Es sei eine Riemannsche Fläche vom 
Geschlecht » mit » getrennten, die Fläche nicht zerstückelnden 
Rückkehrschnitten vorgelegt. Ueber dieser Fläche denken wir 
uns unendlichviele Exemplare kongruenter Flächen aufgelagert, 
dann jedes Ufer der p Rückkehrschnitte stets mit dem gegenüber- 
liegenden Ufer des entsprechenden Rückkehrschnittes je eines 
neuen Exemplares zusammengeheftet und dies Verfahren auch für 
die sämtlichen Ufer der Rückkehrschnitte der neu angehefteten 
Exemplare unbegrenzt fortgesetzt. Das so entstehende Gebiet & 
besitzt die Eigenschaft, daf innerhalb desselben jeder in sich 
zurückkehrende Schnitt das Gebiet zerstückelt, und daher ist @ 
nach meinem Theorem auf die einfache uv-Ebene abbildbar, deren 
Schlitze sämtlich von endlicher Länge sind und eine abgeschlossene, 
aber dennoch nirgends dichte d. h. eine diskrete Menge bilden. In der 
Tat hat P. Koebe — zum Zweck des Beweises eines grundlegenden 
zuerst von F. Klein aufgestellten Satzes über die Existenz ge- 
wisser die algebraischen Kurven uniformisierenden automorphen 
Funktionen mit imaginären Transformationen — gezeigt, daB das 
in Rede stehende Gebiet & auf die schlichte Ebene abbildbar ist, 
wobei als Begrenzung eine Menge von nicht abzählbar unendlich 
vielen diskreten Punkten auftritt; darnach reduzieren sich die 
Schlitze meines Theorems im gegenwärtigen Beispiel sämtlich auf 
Punkte. 


Ueber 
die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. 


(Vierte Mitteilung.) !) 
Von 
Paul Koebe in Gôttingen. 


Vorgelegt durch Herrn F. Klein in der Sitzung am 31. Juli 1909. 


In meiner dritten Mitteilung ,über die Uniformisierung. be- 
liebiger analytischer Kurven“ (Gütt. Nachr. 1908, pag. 337 ff.) habe 
ich den Satz aufgestellt und bewiesen, daf es môglich ist, jede 
endlich- oder unendlich-vielblättrige Riemannsche Fläche B, 
welche schlichtartig ist, d.i. welche durch jeden auf ihr ge- 
zogenen Rückkehrschnitt zerfällt, umkehrbar eindeutig und kon-. 
form auf einen schlichten, d.i. die Ebene nirgends mebrfach 
bedeckenden Bereich S abzubilden. In der vorliegenden Arbeit 
gehe ich wesentlich weiter, indem ich beweise, daB es môglich ist, 
jede derartige Fläche B umkehrbar eindeutig und konform auf 
einen ebenfalls schlichten Bereich abzubilden, dessen vollständige 
Begrenzung folgenden Bedingungen genügt: Jedes einzelne in sich 
zusammenhängende Grenzkontinuum des Bereichs $S ist ein Kreis- 
bogen, welcher sich auch auf einen Punkt reduzieren kann; 
alle diese Kreisbôgen, deren Menge, allgemein zu reden, die 
Mächtigkeit des Kontinuums hat, gehôren einer und derselben 
linearen Kreïisschar an, von welcher der Typus beliebig vor- 
geschrieben werden kann; die vollständige Begrenzungsmannig- 
faltigkeit des Bereichs S hat den Inhalt null, d. h.: diese 
Begrenzungsmannigfaltigkeit läBt sich in ein aus endlich vielen 
getrennten Flächenstücken gebildetes Gebiet von beliebig kleinem 
Gesamtflächeninhalt einbetten ?). 


1) In der vorliegenden Arbeit gebe ich ausführlich den wesentlichen Inhalt 
eines von mir im Juli 1909 in der Gôttinger Math. Gesellschaft gehaltenen Vor- 
trages wieder. 

2) Die den ,Inhalt“ betreffende Bemerkung scheint mir eine der bemer- 
kenswertesten Tatsachen der gesamten Abbildungstheorie zu bezeichnen. Nach 
dieser Bemerkung kann z. B. jeder die Ebene nirgends mehrfach bedeckende 
unendlich-vielfach zusammenhängende Bereich, dessen Begrenzungsmannigfaltigkeit 
nicht den Inhalt null hat, durch umkehrbar eindeutige konforme Abbildung in 
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Jenachdem der Typus der genannten Kreisschaar gewählt 
ist, wird der Bereich S ein von lauter zur Achse des Reellen 
parallelen geradlinigen Strecken begrenzter Bereich, 
welcher den unendlich fernen Punkt als inneren Punkt enthält, 
oder ein von lauter den Nullpunkt auf ihrer Verlänge- 
rung enthaltenden geradlinigen Strecken begrenzter 
Bereich, welcher den Nullpunkt und den unendlich fernen Punkt 
als innere Punkte enthält oder ein von lauter konzentrischen 
Kreisbôgen (mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt der Kreise) 
begrenzter Bereich, welcher den Nullpunkt und den unendlich 
fernen Punkt als innere Punkte enthält. 

Was die Potentialfunktion U auf B anbetrifft, welche die 
Lôüsung der genannten Abbildungsaufgabe liefert, so hat dieselbe 
in der Interpretation von Herrn Klein die physikalische Bedeu- 
tung, daB sie den Spannungszustand darstellt, welcher einem 
geeigneten durch die Fläche B hindurchgeschickten stationären 
elektrischen Strome entspricht. In dieser Bedeutung existiert 
dieselbe auch auf der allgemeinsten nichtschlichtartigen 
Riemannschen Fläche B, und es wird in der Tat in dieser Allge- 
meinheit die Existenz der Funktion U in der vorliegenden Arbeit 
bewiesen. 

Bezüglich der Entstehung der vorliegenden Arbeit môchte 
ich erwähnen, daf der unten durchgeführte Gedanke, die er- 
wähnte Potentialfunktion auf B als Grenze der analogen Nähe- 
rungspotentiale auf endlich-vielblättrigen Näherungsbereichen B,, 
B,, B,,... des Bereichs B zu konstruieren, indem man für diese 
Näherungspotentiale als charakteristische Randbedingung die Be- 
dingung ,normale Ableitung — null“ einführt, sowie die oben er- 
wähnten Abbildungssätze mit Ausnahme des Satzes vom Inhalt 
mir bereits ebenso lange bekannt sind wie der Inhalt meiner 
oben zitierten ,dritten Mitteilung“!'). Das vollständige Gelingen 
jedoch verdanke ich einem wesentlich neuen Anstofe, den ich durch 
einen von Herrn Hilbert im April 1909 gelegentlich der An- 
wesenheit des Herrn H. Poincaré in der Gôttinger Math. Ge- 
sellschaft gehaltenen Vortrag erhielt, in welchem Herr Hilbert 
seinerseits auf Grund der von ihm geschaffenen Methode des Di- 
richletschen Prinzips den Nachweis für die Existenz des oben 


einen andern ebenso beschaffenen Bereich übergeführt werden, dessen Begrenzungs- 
mannigfaltigkeit jedoch den Inhalt null hat. 

1) Man wähle die 1. c. mit (x), (x), +: bezeichneten Funktionen so, 
da8 sie für die Näherungsbereiche B,, B,, --. die betreffende Abbildungsaufgabe 
lüsen. Der 1. c. geführte Konvergenzbeweis bleibt wôrtlich in Kraft. 
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erwäbnten elektrischen Strômungspotentials führte'). Die damals 
von Herrn Hilbert aufgestellte charakteristische Minimaleigen- 
schaft dieses Potentials und damit zusammenhängend die Idee der 
Benützung des Verschwindens der ersten Variation spielt auch bei 
meinen unten mitgeteilten Beweisen eine fundamentale Rolle. 


A. Erster Existenzbeweis für die Funktion U. 
(Zuhülfenahme eines allgemeinen Konvergenzsatzes.) 


À, I. Konstruktion der Funktion U als Grenze von 
Näherungsfunktionen: U — lim U,. 
n —= 

Es sei B irgend eine vüllig beliebige endlich- oder unend- 
lich-vielblättrige Riemannsche Fläche von endlichem oder 
unendlich hohem Zusammenhange. Wir ziehen von B nur 
die inneren, (nicht etwa vorhandene Grenzpunkte) in Betracht. Die 
Fläche B kann als Grenze von Näherungsflächen B,, B,,... dar- 
gestellt werden, deren jede alle vorhergehenden als Teilbereiche 
enthält. Wir drücken dies durch die beiden Formeln aus B — 


lim B,; B,<B,<B,<...<B. Die einzelne Näherungsfläche 
n —= 


ist endlich-vielblättrig, endlich-vielfach zusammenhängend, voll- 
ständig analytisch begrenzt und enthält auf ibrer Begrenzung 
keinen Grenzpunkt von B. 

In der Ebene der Fläche B werde ein rechtwinkliges Kar- 
tesisches x,y-Koordinatensystem zu Grunde gelegt. Wir greifen 
in B, einen Punkt O heraus, welcher die Koordinaten æ = x, 
y = Y, habe und der Einfachheit halber als gewôhnlicher Punkt, 
nicht als Windungspunkt gewählt sei. 

Mit U,”) werde diejenige in B,, abgesehen vom Punkte O regu- 

2 2 
läre und eindeutige Potentialfunktion (4 U, = . Se — ) 
bezeichnet, welche längs der ganzen Begrenzung von B, die nor- 
male Ableitung null hat und im Punkte 0 unstetig wird wie 


1) Hilbert: ,Zur Theorie der konformen Abbildung.“ Gütt. Nachr. 
17. Juli 1909. In dieser Arbeit teilt Herr Hilbert auch für den Fall, da8 die 
Fläche B nicht schlichtartig ist, eine hôchst bemerkenswerte Abbildungseigenschaft 
der Funktion U + :V mit, unter V das zu U konjugierte Potential verstanden. 

2) Bezüglich der Existenz dieser Funktion verweise ich auf einige Angaben 
in $ 13 einer demnächst in den Math. Ann. erscheinenden Abhandlung des Ver- 
fassers: ,Ueber die Uniformisierung der algebraischen Kurven II“. 
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1 T—X, 4 
em er) Le (&— jy —Y) TE or es 


wobei À in üblicher Weise ,Reeller Teil von“ bedeuten soll; 
r und sind die in Bezug auf 0 genommenen Polarkoordinaten 
des Punktes (x, y). Die Funktion U, ist durch ihre Eigenschaften 
bis auf eine additive Konstante bestimmt, welche wir dadurch 
normieren, daB wir für die Umgebung des Punktes 0 


(1) U, = r'cosp+u, 


setzen und verlangen, daB die in 0 reguläre Potentialfunktion «, 
in diesem Punkte den Wert null erhalten soll. 

Wir denken uns nunmehr um den Punkt O0 als Mittelpunkt 
eine geschlossene Kreislinie 4, mit dem Radius @ gezogen, welcher 
so klein gewählt sei, daf die von 4, eingeschlossene Kreisfläche 
K, (einschlieflich %, selbst) ein schlichtes windungspunktfreies 
Flächenstück darstellt. Wir führen folgende Bezeichnungen ein. 
Die Fläche B,—X,, d. i. die Fläche B, nach Fortlassung des 
Stückes X,, bezeichnen wir zur Abkürzung mit B,,, entsprechend 
die Fläche B—X, mit B,, Ferner môge mit M,, das Maximum 
der von der Funktion U, auf k, angenommenen Werte bezeichnet 
werden, mit ”,, das Minimum dieser Werte, mit 4,, die Dife- 
renz M,,—mM,0: * also der grôfte Wertunterschied der Funktion 
U, auf k,, schlieflich mit d,,, der grôbte Wertunterschied der 
Funktion uw, auf k. 

Aus dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip folgt, dafB eine 
Potentialfunktion auf einem analytischen Begrenzungsstücke, längs 
welchem die normale Ableitung der Potentialfunktion null ist, 
weder ein Maximum noch ein Minimum annehmen kann. Daher 
wird sowohl das Maximum als auch das Minimum der Funktion U, 
für das Gebiet B,, auf der Kreïslinie 4, angenommen, soda die 
Grüben M,, und »,, zugleich das Maximum und Minimum der 
von der Funktion U, in B,,, angenommenen Werte darstellen und 
folglich 4,,, den grôBten Wertunterschied aller von der Funktion 
U,, in ie angenommenen Werte angibt. 

Das arithmetische Mittel der von der Funktion U, auf k, 
angenommenen Werte ist eee (1) gleich der Summe der A 
metischen Mittel der von r”* cos @ einerseits und von #, andererseits 
auf k, angenommenen Werte, also gleich null. Darans folgt, 
daB die Funktion U, auf #4, sowohl positive als auch negative 
Werte annimmt. Demnach ist 


n,Q n,Q 
Egl. Ges. d. Wies. Nachrichten. Math.-phys. Kiasse. 1909. Ileft 3. 24 


(2) M,,>0, m,,<0. 
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Wir wollen jetzt dartun, da der absolute Betrag der von 
der Funktion U, in B,, angenommenen Werte unterhalb einer 
endlichen von # unabhängigen Schranke bleibt. Zu dem Zwecke 
geuügt es auf Grund des Vorhergehenden darzutun, da eine 
solche Schranke für die von U, auf k, angenommenen Werte 
existiert. Dazu wiederum genügt es wegen (2) darzutun, daf 
4,,, unterhalb einer von » unabhängigen endlichen Schranke bleibt. 

Um diesen letzteren Nachweis zu führen, konstruieren wir 
um 0 als Mittelpunkt eine zweite Kreïslinie 4, mit einem Radius 
e, <e. Den Bezeichnungen K, , B,,, u.s.w. legen wir die ent- 


sprechende Bedeutung bei wie den Bezeichnungen 4,, B,,, u. 8. w. 
Da die Fläche B,,,, die Fläche B,,, als Teilbereich enthält, 


so ist 


Mo = Mne 0 Mo < ne: 


also 
(8) Ana 7 An,e 
Andererseits ist wegen (1) 
An, <= 20° + ô, e: 
Nan gibt es, weil «, eine in K, reguläre Potentialfanktion ist, 


nach einem bekannten Satze über Potentialfunktionen eine von * 
unabhängige von null verschiedene GrôBe q < 1, sodaB ist 


Weiïter ist wegen (1) 


sodaB wir erhalten 
ne <207 +4 (4y, e+2 eo"). 
Wegen (3) ist daher 


Wir haben somit für Z,,, also auch für | U,| im Gebiete B,, eine 
von * unabhängige endliche Schranke gefunden !) ?). 


1) Man kann die Existenz einer solchen oberen Schranke für U, zugleich 
mit dem Beweise der Existenz der Funktion U, erkennen, indem man von der 
Schwarzschen Methode der ,gürtelf‘rmigen Verschmelzung“ Gebrauch macht. 
Man wende diese Methode auf die beiden gürtelférmig übereinandergreifenden 
Gebiete B,, & und K, an. 


2) Vgl. auch eine weiter unten in einer FuBnote (pag. 338) angegebene Me- 
thode, um die Existenz einer solchen oberen Schranke nachzuvweisen. 
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Hieraus folgt nun gemäB einem im wesentlichen bekannten 
allgemeinen Konvergenzprinzip'), daf aus der Reiïhe der 
Fuanktionen U,, U,,:-: eine in B, (d. i. in jedem innern sich nicht 
bis an die Éture von B erstreckenden Teiïlbereiche von B,) 
gleichmäBig konvergente Folge Up,» Un [M <<: heraus- 
gegriffen werden kann. 

Wir setzen 
(4) lim U,, = U. 

n —= @ 

Die gleichmäfige Konvergenz findet nun aber nicht nur in 
B,, sondern überhaupt in B — B,+X, statt Zum Zwecke des 
Beweises dieser Behauptung konstraieren wir eine neue Kreïslinie 
k,, mit dem Radius 0,0. Dann findet, weil 4, e, Sanz inner- 
halb B, verläuft, gleichmäfige Konvergenz der Folge U,, Un, ::: 
auf %,, statt. Daraus ergibt sich mit Rücksicht auf (1) die 
gleichmäfige Konvergenz der Folge u7,,u7,,... auf k,, mithin 
wegen der Regularität dieser Funktionen innerhalb Æ, auch im 
ganzen Gebiete X,. Dann konvergiert aber wegen (1) auch die 

Folge Uy,, Un, in K,, gleichmäfig. 
Die Funktion U wird in 0 unstetig wie U, +lim(U,, — U), 

n —= 


d. i. wie U,, nämlich wie r * cos g+((0)), unter ((0)) eine in 0 re- 
guläre und in diesem Punkte verschwindende Potentialfunktion 
verstanden. 


A, IL Der Wert des Dirichletschen Integrals TAC 
e 
Wird mit G irgend ein Gebiet in der x,y-Ebene, mit Y eine 


reelle differentiüerbare Funktion von x und y bezeichnet, so môge 
mit D(Y) allgemein das Dirichletsche Integral 
G 


D(P) = [JE 2) )ac dy 


bezeichnet werden. 


1) Vgl. meine ,dritte Mitteilung“ ,über die Uniformisierung beliebiger ana- 
lytischer Kurven“ (Gütt. Nachr. 1908), in welcher ich dieses allgemeine Prinzip 
für analytische Funktionen in der für uns in Betracht kommenden Form darge- 


legt habe. 


24* 
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Es soll jetzt bewiesen werden, da das Deppelnegreie D(U) = 
lim D(U) einen endlichen Wert hat und daB dieser Worl durch 


n—=@ Bye 
das Kurvenintegral — Ju° U — D rdp dargestellt wird, also 
ke 


(5) ue PL rdp. 


Es ist für einen beliebigen festen Index » und %, —m" 
se (De Y=D(07) 
hns © 
und nach dem Greenschen Satze 


OU, 
D(Un) = — JU, rép, 
B 


husQ 


m9 Ÿ 


also für n — co 
D(U) <- [7 räp, 
ES : r 
Q 
daher 
(6) | D(U)<— [ 0 SP rap. 
B, È r 
(4 


Wäre nun in vorstehender Formel das Ungleichheitszeichen zu- 
treffend, so kônnten wir setzen 


D(U) = = [fo rap, 
B ÿ 


indem wir mit « eine von null verschiedene positive GrôBe be- 
zeichnen. Daraus würde folgen 


(7) do se 


hn,Q 


Wegen U = U,,+(U— Un) ist 
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D(U) = D(Uy,)+D(U- Un) 
RnsQ hn,@ Rns © 
Up, GET) 4 °Un, 2(U— Un) 
Ce "y. Ôy Jar 


= rdp, 


A 
fu HS RER IPQE 2 [OU 
e ke 
folglich wird aus (7) 


oU oU, 
D(U-—U Le d fa . 
5, h) or” Se, LANCE 


rdp 


De rdp — à. 


fu pe 


Für n = co SEE MA die rechte Seite gegen —c?, die linke 
Seite bleibt positiv. Das ist ein Widerspruch. Es muf also in (6) 
das Gleichheïtszeichen gelten, also 


(8) DU) = — | UP rdg. 
Be k 


Diese Formel kônnen wir auch so schreiben 


(9) D(U)= lim D(U,) 
B, n = © Be 


A, IIL Die Hilbertsche charakteristische Minimal- 
eigenschaft der Funktion U. 


Es sei w irgend eine im Gebiete B, eindeutig, stetig und 
stückweise analytisch erklärte Funktion !), welche folgende weiteren 
Eigenschaften besitzt: sie verschwindet auf der ganzen Linie k, 
und es besitzt das Integral FA U+w) einen endlichen Wert. 


Letztere Forderung ist, da 2 (D) Le einen endlichen Wert hat, gleich- 
B, 


1) In einzelnen Punkten, die sich nicht im Innern der Fläche B häufen, 
z. B. in den Verzweigungspunkten der Fläche B, genügt es, die Stetigkeit der 
Funktion w zu verlangen. Die Funktion U besitzt übrigens die in diesem Ab- 
schnitte (A, III) erôrterte Minimaleigenschaft auch dann noch, wenn in den er- 
wäbnten vereinzelten Punkten über das Verhalten der Funktion w gar keine 
Annahme gemacht wird; vgl. pag. 344, FuBnote 1). 
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bedeutend mit der Forderung, daf EL) einen endlichen Wert 
e 


haben soll. 
Wir wollen jetzt beweisen, daB für jedes den Bedingungen 
genügende w 


(10) D(U+w) > D(U) 
Be | 
ist, nämlich | 
11 D(U+w) = D(U)+D(w). 
a) BR) Tree 
Es ist 
RUE) Aus +(U-U, +w)) 
B;,.0 B,,.0 
= RAS MN +w) 
By, B,. 
[Ge ER di OT Sy 2 
has Q 


— D) + DU, UE 2 fon 


has hinsQ 


= rdp. 
fe 
Also ergibt sich für n — co bei Berücksichtigung von (4) und (9) 


D(U+w) = D(U)+positive GrôBe, 
B, B, 


womit (10) bewiesen ist. Aus (10) folgt (11) folgendermafen 
mittelst eines bekannten SchluBverfahrens. 
Es ist 


(e) 
D(U+u) — poor LS 


Ersetzt man in dièser Gleichung w sÈe e.w, indem man unter 
e eine kleine Konstante versteht, welche positiv oder negativ sein 
kann, so wird 


OU Ôw + JU ow 


| D(U+sù) — AU EUR ICE tar Sn) ad, 


eine Gleichung, welche mit der St als bewiesen zu betrach- 
tenden Ungleichheit D (U+e-w) = D(U) für beliebiges & nur dann 
He Be 
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in Einklang ist, wenn der Faktor von s verschwindet. Damit ist 
dann (11) bewiesen. 

Aus der Formel (10) folgt noch der wichtige Satz: Die 
Funktion U nimmt innerhalb B, sowohl ihr Maximum 
als auch ïihr Minimum auf k, an. Besäfe nämlich die Funktion 
U die genannte Eigenschaft nicht, so kônnte man von der Funktion 
U dadurch zu einer Funktion mit kleinerem Dirichletschen 
Integral übergehen, daB man in allen den Flächenteilen von B,, 
in welchen die Werte der Funktion U oberhalb des Maximalwertes 
oder unterhalb des Minimalwertes der von U auf k, angenommenen 
Werte liegen, an Stelle der Werte U den erwähnten Maximal- 
bezw. Minimalwert treten läft. 

Die soeben bewiesene Eigenschaft der Funktion U ist übrigens 
auch wegen (4) eine unmittelbare Folge des Umstandes, da jede 
Näherungsfunktion Uy, die analoge Eigenschaft in Bezug auf 
den Bereich B;.,, besitzt; (vgl. À, I). 


Die gefundene Minimaleigenschaft der Funktion 
U ist für diese Funktion in folgendem Sinne charakte- 
ristisch: Es sei (U) irgend eine andere in B erklärte eindeutige, 
stetige, stückweise analytische Funktion mit folgenden weiteren 
Eigenschaften: Die Funktion (U) wird in 0 unstestig wie 7° cos g + 
stetige stückweise analytische im Punkte 0 verschwindende Funktion; 
das Dirichletsche Integral ((U)) hat einen endlichen Wert; für 


ein beliebig kleines/) @ ai “für beliebiges den oben angegebenen 
Bedingungen genügendes w ist C0 +w)Z D((U)) Dann ist 


e 
(U) mit U identisch. 
Der Beweis ergibt sich folgendermaBen. Für U und (U) gelten 
wegen der Minimaleigenschaft die Gleichungen 


1) Wird von der Funktion (U) von vornherein angenommen, da8 sie der 
Differentialgleichung A(U) — 0 genüge, so folgt aus dem Erfülltsein der Un- 
gleichheit A (U) + w) = Aa )) für irgend ein spezielles @ von selbst das Er- 


fülltsein ie Beziehung AE jedes noch so kleine ©, nämlich vermittelst der mit 
der erwähnten Ungleichheitsbeziehung äquivalenten Gleichung 


O(U) ôw 2 0(0) F2) de 
[I 6x 6 y dy GET Font 
indem man die AIROUETA für By (e <e) gebildete Variation w’ zusammensetzt 
aus einer zu B, gehürenden Variation w und einer Variation w, welche nur in 


dem Kreisring K;'— K;(e” > e) von null verschieden erklärt ist, und auf k,” 
und k; "dinde 


F2 9 
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[ [OU w , OU Ôw Ru 
JJ ae Sr D) 4 = 0, 


[IEEE au = à 


woraus folgt x 
f ô(U-(U) dw , 0(U-(U) 0 _, 
Ôx ox dy OU, er ao 


mithin 
UE (U)+w) = FAT (U)+ DC), 
Be Be Be 
also 
RE OU (D) 


Die Funktion U—((U)) nimmt daher in B, zufolge einem Satze 
pag. 10 ïhr Maximum und Minimum auf 4, an. Läft man ç gegen 
null konvergieren, so reduzieren sich Maximum und Minimum 
auf null, also ist U identisch mit (U). 


A, IV. Die gleichmäBige Konvergenz der ursprüng- 
lichen Funktionenfolge U,, U,,-... Zusatz. 


Nachdem für die Funktion U eine von ihrer Konstruktion als 
Grenzfunktion ungbhängige für sie vüllig charakteristische Eigen- 
schaft hergeleitet ist, ist es jetzt leicht zu beweisen, da in jedem 
Teilgebiete B,, von B nicht erst die Folge Uz,, U3,,:::, sondern 
bereits die ursprüngliche Folge U,, U,,--- gleichmäfig konvergiert. 
Um dies darzutun, nehmen wir an, die Behauptung sei nicht richtig. 
Dann kônnten wir eine Folge U,, U3,,:::[1, < 4, <:--] aus der 
Folge U,, U,,:-: herausgreiïfen, sodaB das Maximum der Funktion 
[U— U;,| im Gebiete B,, grôBer ist als eine von x unabhängige 
positive von null verschiedene Grôfe y. Andererseits kônnten 
wir aus der Folge U,, U;,,::: aus demselben Grunde, wie oben 
aus der Folge U,, U,,..: die Folge U,, Uj,,:::, eine neue Folge 
Us, Us, +: auswählen, welche gegen eine bestimmte Grenzfunktion 
konvergiert, die mit U die Minimaleigenschaft und die Art der 
Unstetigkeit gemeinschaftlich hätte und folglich mit U identisch 
sein müfte, was jedoch mit der Beziehung | 


Ce 


Ueber die UÜniformisierung beliebiger analytischer Kurven. IV. 335 
Max |U— Uilp. > y [für jedes x] 
in Widerspruch ist. 

Sofern die Funktion U durch ihre Minimaleigenschaft voll- 
ständig charakterisiert ist, hängt sie auch nicht davon ab, wie die 
Bereiche B,, B,,... gewählt sind. Es ergibt sich vielmehr, indem 
wir eine bestimmte, etwa die oben betrachtete Bereichfolge B,, 
B,,... zugrunde legen, der Satz: Ist B° irgend ein endlich 
vielblättriger analytischbegrenzter, einschlieflich 
seiner Begrenzung innerer Teilbereich von B, welcher 
seinerseits B, als Teilbereich enthält, ist ferner U‘ 
die zum Bereiche B® gehôrende Potentialfunktion, 
welche in 0 unstetig wird wie r*cosæ+((0)) und am 
Rande von B°% überall die normale Ableitung null hat, 
so wird die Differenz |U— U®] in einem fest gedachten 
Teilbereiche B, von B dadurch gleichmäfig unend- 
lich klein, da man » unendlich groB werden läft. 


B. Zweiter Existenzbeweis für die Funktion U. 


(Vermeidung des in A benützten allgemeinen Konvergenzsatzes.) 


B, I Konstruktion der Funktion U als Grenze von 
Näherungsfunktionen: U — lim U,. 
n = © 
Wir definieren zunächst auf B eine Funktion ®(x, y) in fol- 
gender Weise. ©(xr,y) ist identisch null im ganzen Gebiete B,, 
für die Kreisfläche X, hingegen werde ®(x,y) durch die Gleichung 


FR] 1 
pl ( pr ik &) 
D(x,y) = r''cospe 


definiert. Die für das ganze Gebiet B definierte Funktion ®(x, y) 
wird in 0 unstetig wie r7' cos + (x, y), wobei mit (x, y) eine in 
0 reguläre Funktion von æ und y bezeichnet wird. Längs k, geht 
sie mit allen Ableitungen stetig in den Wert null über. 
Nunmebr gehen wir von der oben (pag. 326) definierten Funk- 


1) Wesentlich ist nur, da Œ(x,y) in X, eindeutig und, abgesehen vom 
Punkte 0, stetig und hinreichend oft differentierbar erklärt ist und auf k, mit 
hinreichend vielen Ableitungen stetig null wird, während dieselbe Funktion in 0 
uostetig wird wie: r71! cos o + endliche, hiureichend oft differentiierbare Funktion. 
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tionenfolge U,, U,,--: über zu einer andern Folge d,,d,,-.., in 
welcher jede einzelne Funktion in O0 regulär ist. Wir setzen 

dy, = U,—- 9, 
sodaf wird 


im — dy = Uyin — Une 
Die Funktion d, genügt einer Differentialgleichung 


64, 64, sie 
— gr y — Ô(x, ÿh 
wobei mit d(x,y) eine innerhalb X, reguläre analytische Funktion 
von %,y bezeichnet wird, welche längs 4, mit allen Ableïtungen 
stetig in den Wert null übergeht und auferhalb k,, di. in B, 
identisch null ist. Für die Fanktion " y) besteht de Gleichung 


JT 8 (&, y) dx dy = 


Ke 


Es ist nämlich 
[fvcunars = [ [arts = finie = [22 
e Æ, ke ko 


Non ist (5) — 0, also ist ff d dx dy = 0. 
Ôr Jr = à Fe 


e 
Wir definieren jetzt in X, eine hinreichend oft differentiierbare 
eindeutige Fanktion a(x,y) gemäB der Bedingung 
_ 
_ = Ô(x,y), 
weiïter ebenfalls in X, eine hinreichend oft differentierbare Fanktion 
h(x,y) = h(r, y), elehe auf 4, folgende Randbedingungen erfüllt 
RSR ne - 
EE Mes lon dE à Nosba 
Aus den Randbedingungen ergibt sich sofort die Funktion (o, y) 
als Funktion von y bis auf eine willkürlich wählbare additive Kon- 


stante. Wegen À [fodx dy — 0 ist .(o,g) eine periodische Funktion 


von @ mit der Periode 2x. Durch die Randbedingungen ist auch 


(ol ?.) bekannt, sodaB wir die Funktion k(r,œ) z. B. durch 
T=Q 


den Ausdrack 


1 1 
169 =fen-(5e) re) aie) 
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definieren kônnen. Setzen wir jetzt 
: _  Ôôh ôh 
in pan hrs 
in B,;: a —0, B— 


so sind « und B auch auf 4, Fe und es wird 


’ 


Ô 
UACA ÿ) = ox ART 
mithin 
Ô Ô 
@ da, = Set 


Wir bezeichen mit D() den Ausdrack 


gen = [[ICE-D+(E-#Jlaci 


indem wir unter G irgend ein Teïilgebiet von B oder B selbst 
verstehen. Alsdann besteht der Satz, da das Integral Bic für 


u = d, ein Minimum wird, wenn zur Konkurrénz alle in Es ein- 
deutig und bis in den Rand von B, hinein stückweise analytisch 
erklärten Funktionen # zugelassen werden. Setzen wir nämlich 
u = d,+%w, so wird 


D(u) = 2G) + F (0) 
B, 


MERE 


wobei D Lise unserer oben Dr Bezeichnungsweise ent- 


(2) 


— 8) LT 


RUES der Ausdruck J JE +(2 IL dy darstellt. Das 


ausgeführte Pbeiiitegriat in (2) verschwindet nun aber, wie man 
durch partielle Integration bei Berücksichtigung von (1) sofort 
erkennt, sodaB (2) übergeht in 


(8) Du à 4 or mic ni PA)r) 


1) Die vorangehenden Entwicklungen dieses Abschnitts B sind im wesent- 
lichen eine Wiedergabe der entsprechenden Entwicklungen bei Hilbert 1 c. 


AC 
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___ Wir bezeichnen den dem Gebiete B,, zugeordneten Minimalwert 
D(d,) mit D, Alsdann finden wir 
PB, 


(4) D,<D,<D,<... </ff(e+ 8) dr dy). 
K, 
Es ist nämlich bei Berücksichtigung von (3) 
Der = D) 7 Du) = DD (ua — à) > D) = D, 
n+1 


Die obere Schranke Ÿ F («°+ 6°) dx dy andererseits ergibt sich, wenn in 
0 für w die Null gesetzt wird, welche ja auch zur Konkurenz 


n 


zugelassen ist. 

im — nl = | Uysm — U,] abzuschätzen, 
knüpfen wir ebenfalls an die Formel (3) an, indem wir w = d,,n—4, 
wählen. Dabei geht (3) über in 


D (uim) = D (43) + D (dusm — du); 
B, B, B, 


Um nun die Differenz |d 


mithin 
D > D, + D (dyrm 1 d). 
B, 


Diese Formel schreiben wir 
D (Us A sa, < Dm — D, 
B, 


Wegen (4) kann die Differenz D,,,— D, dadurch unendlich klein 
gemacht werden, daB man # hinreichend gro8 wählt, wobei m noch 
ganz beliebig bleibt. Der Nachweïs der gleichmäBigen Konvergenz 
der Funktionenfolge U,, U,,--: wird daher erbracht sein, wenn 
es gelungen ist nachzuweisen, daB eine in einem bestimmten Ge- 
biete erklärte etwa noch von einem Parameter abhängig gedachte 
Potentialfunktion, für welche das über das Gebiet erstreckte 
Dirichletsche Integral einen hinreichend kleinen Wert hat, sich 
von einer Konstanten um beliebig wenig unterscheidet. Diese 
Konstante müfte im vorliegenden Falle die Null sein, weil 
(U,;m— U;) im Punkte 0 verschwindet. 


In der Tat gilt folgender Hilfssatz. 


1) Es ist also auch AS < IG + f?) dx dy, also wegen des im Texte 
Ko 


folgenden Hilfssatzes 4,, Lo “ o) unterhalb einer von n unabhängigen Schranke. 


(Vgl. FuBnote 2 pag. 328). 


‘) 9 y 
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Hilfssatz: Es sei f(x,y) irgend eine für x +yÿ<1 re- 
gulär und eindeutig erklärte im Punkte x = y = 0 ver- 
schwindende Potentialfunktion, für welche das 


Dirichletsche Integral D(f) — JS + (0) à dv 


erstreckt über die ganze Fäche des Einheitskreises 
einen Wert <1 hat; es sei g eine der Ungleichheits- 
bedingung 0<g<1 genügende GrôBe. Dann gibt es 
eine GrôüBe g, soda für alle den obigen Bedingungen 
genügenden Funktionen f in dem Gebiete 2°+y°< 0Q° 
die Ungleichheit [f| <g besteht®. 

Beweis: Es sei @ eine fest zu denkende positive GrüBe 
<1l—g. Ist (x,y) ein Punkt, für welchen 2°+y" <q" ist, so 
bleibt der um den Punkt (x,y) als Mittelpunkt mit dem Radius © 
beschriebene Kreis ganz innerhalb des Einheitskreises. Indem wir 
den GaufBischen Mittelwertsatz für Potentialfunktionen anwenden, 
erhalten wir für pe =e@ 


27 
1 ’ . , 
ONE Jrate cos y, y+o'sinp)e"dy, 
P=2 


2 2 
1) Der Hilfssatz läBt sich, wenn man beachtet, daf (5) + (31) das 


Quadrat des Abbildungsmoduls der durch f als reellen Teil definierten analytischen 
Funktion von x + y ist, auch folgendermafen aussprechen: 

Wenn eine analytische Funktion der komplexen Variablen 
æ—+iy = z innerhalb des Einheitskreises regulär erklärt ist 
und im Nullpunkte verschwindet, wenn ferner der Flächen- 
inhalt des bei der konformen Abbildung durch die analytische 
Funktion sich ergebenden Bildgebietes kleiner als 1L ist, so 
liegt der absolute Betrag der von der Funktion in dem Kreise 
(| <g<1 angenommenen Werte unterhalb einer von der Wah1 
der Funktion unabhängigen endlichen Schranke, welche nur 
von gabhängt. . 

Man kann an Stelle des im Texte bewiesenen Hülfssatzes bezw. der daraus 
gezogenen ,Folgerung“ auch folgenden leicht beweisbaren Satz über stetige 
Funktionen benutren: Es sei f(x,y) irgend eine im Quadrat |x| <1, 
ly|<1 eindeutigund differentiierbar erklärte im Punkte x = y=—0 
verschwindende Funktion, für welche in diesem Gebiete die 
absoluten Beträge der Ableitungen se und _ unterhalb 1 
bleiben; dann wird |f| im Gebiete [x <q, [y <q gleichmäBig 
unendlich klein, wenn der Wert des Dirichletsrhen Integrals 
der Funktionf, erstreckt über die Fläche des Quadrats [x <l1, 
ly| < 1, unendlich klein wird. 
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e 2x 


Jr 2%0 de’ = JF (@+ 0’ cos p, y + o' sin y) o' do’ dy, 
e=0 =0, p=0 


e 2x 
1 ; 
f(&, y) = / Îr@+e" 005, y +6 sin 5) o' de dy, 
ge =0, p=0 
of Ls . 
0] ? + (A (A 
Se ne. 3x / (@+0" cosy, y+0' sin) e' de’ dy; 
ge —0, p—0 
a+ 1 


also, weil allgemein |a| < ist 
Le] 


ee _ a Île f(x+0" cos y, y+0' sin g)) +1] o' do’ dy 


à "=0, P= 
< ee. (D(F)+ ze"), D(f) erstreckt über den Einheitskreis, 


1 1 
GTA 
Es ergibt sich also 


of NT rire 
CAE TT En) 


ebenso 


1 
FE AÉrcren ÿ 2 
mithin für 2°+7°<g* und f(0, 0) — 
1 
IS +1) = 2 q. €. d. 

Aus dem vorstehend entwickelten Hilfssatze folgt. 

Folgerung: Die Funktion/|f| wird im Gebiete x°+y"<9 
zugleich mit dem Werte ihres über die ganze Fläche 
des Einheitskreises erstreckten Dirichletschen Inte- 
grales gleichmäBig unendlich klein. 

Ist nämlich s° der Wert des Dirichletschen Integrales für die 


Funktion f, so ist für k der Wert des’ Dirichletschen Integrales 


< 1, also ist TETE wenn # +9" < g" ist, mithin [f]<s:g. 
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Behufs Anwendung des ,Hilfssatzes“ bezw. der daraus ge- 
zogenen ,Folgerung“ auf die oben betrachtete Funktion U,,, — U, 
bemerke ich noch folgendes. 

Der exakte Nachweis der gleichmäBigen Konvergenz der Folge 
U,, U,,--- erfordert die Begründung folgender Behauptung: Wenn 
B,, irgend einer der Bereiche B,,B,,--. ist, so kann man für 
diesen Bereich die Differenz |U,,,— U,| bei vüllig willkürlichem 
m dadurch beliebig klein machen, daf man nur # hinreichend grof 
wählt. Der vorhin bei Zugrundelegung des Einheitskreises als 
Definitionsgebiet der Potentialfunktion formulierte, als ,Folgerung“ 
bezeichnete Satz läft sich nun aber in der Tat sofort auf den 
Bereich B,, +, als Definitionsgebiet übertragen, in dem gleichzeitig 
an Stelle des Kreïses mit dem Radius g der in B,, ; 1 als Teilbe- 
reich enthaltene Bereich B,, tritt, dessen vollständige Begrenzung 
mit der Begrenzung von B,, , ; keinen Punkt gemeinschaftlich hat. 

Nachdem die gleichmäBige Konvergenz der Funktionenfolge 
U,, U,,--- dargetan ist, setzen wir 


En U, =" 
n = © 

bezw. 
lim d, = d 
n = © 

Alsdann ist 
d = U—-@ 


Anmerkung: Der am Schlusse des Abschnitts A aufgestellte 
die Differenz (U— U*”) betreffende Satz ergibt sich bei dem jetzt 
entwickelten Beweise bereits an dieser Stelle. Ist nämlich D” der 
zu B* gehôrende Minimalwert des Integrals ae (vgl. die De- 


finition der GrôBe D, pag. 338), so gibt es eine positive ganze Zahl 
n' derart, daf B,,, > B® => B, ist und folglich D,,, > D"> D,. 
B, 2. Der Wert des Dirichletschen Integrals D@. 


Das Doppelintegral D(d) hat einen endlichen Wert; denn 


es ist 


n = œ B 
also 4 Li RU yLA 
D(d)= lim D(d,) = lim D, 
B,, n=o B, n = © 
Setzen wir p: Le 
(6) lim D, = D, 


n = 
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so haben wir also 
D(d) = D. 
B 


Behauptet wird jetzt, daB die Gleichung 
D(d) = 
B 


gilt. Nehmen wir an, es sei D) < D; dann ist D) — D-c, 
mithin 26) < D, also se wegen (3) (pag. 337) Die )<D—6, 


dés D, ver , was jedoch mit der Gleichung à in Wider- 
spruch ist. 
Die Gleichung (5) kônnen wir jetzt schreiben 
lim Dis ÿ) = D(), 
n=@B B 
woraus folgt 
lim.D(d,) = D() 
n —=@B,,o B, 


oder, was dasselbe ist, 


lim D(U,) = D(U). 
B B 


nt e 


Non ist 


D(U,) a fT. _ rdp, 
B,,0 k 


folglich wird 


B, 3. Die Hilbertsche charakteristische Minimal- 
eigenschaft der Funktion d — U—@ 


Wir behaupten jetzt, daf das Integral D(u) für w — d seinen 
B 
Minimalwert erreicht, nämlich den Wert Di (d) = D. Zur Kon- 


kurrenz werden dabei alle in B stückweise analytischen, (in ver- 
einzelt liegenden Punkten eventuell nur stetigen) Funktionen w 
zugelassen, für welche das Integral Fe. einen endlichen Wert hat. 


Nach B, 2 ist D(d) — D. Gäbe es nun eine Funktion «, für 
B 
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welche D() < D wäre, so kônnten wir Ds) — D—c* setzen und 
finden 200 <D-—c, Nun ist aber D) a — D,; also 


wäre D. rs D-—c, was mit der Gleichung (5) in “Widersprach ist. 

Setzen wir us u — d+w, indem wir unter w irgend eine 
in B stückweise analytisch erklärte, (in vereinzelt liegenden 
Punkten eventuell nur stetige) Funktion mit endlichem Integral 
D(w) oder, was auf dasselbe hinauskommt, mit endlichem Integral 


D (d+w) verstehen, so ist 


D() = pe+pco+e] [- A +5 — 8) Se ]ér dr 


In dieser Gleichung mu, weil stets D(u) — D(d) ist, das aus- 
B B 


geführte Doppelintegral verschwinden (vgl. pag. 332, 333), sodaf 
wir finden 


(6) D(d+w) = D(d)+D(w). 
B B B 


Diese Gleichung läft auch sofort erkennen, daB die gefundene 
Minimaleigenschaft der Funktion d für diese Funk- 
tion vollständig charakteristisch ist. Denn wenn d’ eine 
zweite Funktion wäre, welche ebenfalls D() zum Minimum macht, 


so müfte D(d') — D(d) sein, also wegen (6) D(d'—d) = 0, mit- 
B B B 


bin d'—d = const.) 


C. Das reguläre Verhalten der Funktion U 
längs eines analytischen Begrenzungsstücks und in isoliert 
liegenden Begrenzungspunkten. 


Es werde angenommen, da8 der Bereich B in einem seiner 
Blätter einen isoliert liegenden Begrenzungspunkt be- 


1) Analog, wie ich in der ,dritten Mitteilung“ neben dem ersten da- 
selbst gegebenen Beweis des allgemeinen Abbildungsprinzips einen zweiten gegeben 
habe, bei welchem von der Schwarzschen Methode der gürtelfürmigen Ver- 
schmelzung explicite Gebrauch gemacht wird, lassen sich auch den in der vor- 
liegenden Arbeit in À und B gegebenen Existenzbeweisen für die Funktion U 
parallellaufende Beweise gegenüberstellen, bei welchen ebenfalls von der erwähnten 
Methode Gebrauch gemacht wird. Dabei wird die Einführung der Funktionen « 
und B (pag. 337 vorliegender Arbeit) nicht erforderlich. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. K'asse. 1909. Heft 8, 25 
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sitzt, dessen vollständige, ein- oder endlich-vielblättrig zu denkende 
Umgebung dem Innern der Fläche B angehôrt. An einem solchen 
Punkte verhält sich die Funktion U wie eine reguläre Poten- 
tialfunktion. Der Nachweis kann folgendermañen gefübrt 
werden. Man denke sich um den betrachteten Grenzpunkt der 
Fliche B auf B eine geschlossene Linie gezogen, welche zusammen 
mit dem Grenzpunkte eine zweïfach. zusammenhängende Umgebung 
« des Grenzpunktes bestimmt. Auf Grund eines oben pag. 333 be- 
wiesenen, daselbst für B, ausgesprochenen Satzes nimmt die Funk- 
tion U im Gebiete « ihren Maximal- und Minimalwert auf der Be- 
grenzungslinie von « an, woraus folgt, daB |U] in « unterhalb 
einer endlichen Schranke bleibt. Daraus aber folgt nach einem 
bekannten Satze der Potentialtheorie, daB die Funktion U sich in 
dem betrachteten Grenzpunkte regulär verhält ?)?). 


Wir machen jetzt die Annahme, daB der Bereich B in einem 
seiner Blätter eine analytische Begrenzungslinie b besitze, an 
welche die Fläche B mit einem Flächenteile 8 anstôBt, ohne da 
sich gegen b in dem betreffenden Blatte weitere Begrenzungsstücke 
oder Begrenzungspunkte häufen. Es soll der Nachweis geführt 
werden, da8 die Funktion U sich längs b regulär ver- 
hält und längs b die normale Ableitung null besitzt. 

Um den behaupteten Satz allgemein darzutun, betrachten wir 
zunächst einen Spezialfall: Es sei B speziell ein endlich- 
vielblättriger, endlich-vielfach zusammenhängender, 
analytisch begrenzter Bereich Dieser Bereich werde 
speziell mit B bezeichnet, entsprechend die za untersuchende, oben 
mit U bezeichnete Minimalfunktion mit U. 

Wir bezeichnen mit L irgend eine der sämtlich geschlossenen 
Begrenzungslinien des Bereichs B. Der Linie L benachbart kon- 
straieren wir eine ganz innerhalb B verlaufende geschlossene etwa 
aus lauter geradlinigen Stücken gebildete Linie L,, welche zu- 
sammen mit L einen zweifach zusammenhängenden Flächenstreifen 
B, begrenzt. Das Gebiet 8, denken wir uns umkehrbar eindeutig 
und konform auf die Fläche eines schlichten Kreisrings mit dem 


1) Aus dem hiermit bewiesenen Satz folgt die Richtigkeit einer pag. 331 (Fus- 
note) aufgestellten Behauptung. 

2) Der Beweis für das reguläre Verhalten der Funktion U in isolierten Be- 
grenzungspunkten kann auch nach einer von Herrn Hilbert in $ 10 seiner oben 
zitierten Abhandlung ,über das Dirichletsche Prinzip“ mitgeteilten Methode ge- 
fübrt werden. 
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Koordinatenanfangspunkt als Mittelpunkt abgebildet, wobei der 
Linie L, der äuBere Begrenzungskreis mit dem Radius R,, der 
Linie ZL der innere Begrenzungskreis mit dem Radius R, ent- 
sprechen môüge. In der Ebene der Fläche B legen wir recht- 
winklige Kartesische Koordinaten x, y, in der Ebene des Kreis- 
rings Polarkoordinaten À, # zu Grunde. 

Wir wählen zwei Radien R,+0 und R' gemäB den Ungleich- 
heitsbedingungen R,<R,+0<R'<R, Die Funktion U kônnen 
wir vermüge der konformen Abbildung der Fläche 8, auf den 
Kreiïsring auch als Funktion von R, # betrachten. Wir definieren 
nun in der À, #-Ebene diejenige Potentialfanktion U', welche für 
R — R' dieselben Werte wie U annimmt und längs des Kreises 
mit dem Radius À, die normale Ableitung null hat. Die Auf- 
gabe der Bestimmung der Funktion U’ kommt vermôüge des Spiege- 
langsprinzips (Spiegelung am Kreise mit dem Radius À) auf die 
gewôühnliche Randwertaufgabe der Potentialtheorie zurück. Die 
Funktion U’ kann vermüge der betrachteten konformen Abbildung 
auch als Funktion der x, y aufgefaft werden. 

Es ist, wenn mit B' derjenige Teil von B, bezeichnet wird, 
welcher vermôüge der konformen Abbildung dem Kreïsringe R,< R 
Æ R' entspricht, mit B; derjenige Teil von B', welcher dem Kreis- 
ringe R,+0 < R£ R' entspricht. 


BAD) = DE U”") 
[fee A HUE meer ED) dr dy, 


0y y 
Nan ist 
LE le 8=0 y Lx D Ah mA 
Beim Uebergange zur Grenze wird GEL _ Dre während 


|U'| und [U| beide unterhalb einer endlichen Schranke bleiben, 

nämlich unterhalb dem Maximalwerte der Funktion [U] für R — R'. 

Daraus folgt, daB der oben angegebene Limes ie gleich null ist, 
= 0 


soda wir erbalten 


D(U) = D(U')+D(U-U'). 
p' CA P' 


Letztere Gleichung ist mit der Minimaleigenschaft der Funktion Ü 
25 * 
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nur dann in Einklang, wenn D(U'—U) — 0, also U' mit U iden- 
g 


tisch ist. 
Damit ist der Spezialfall erledigt. 


Entsprechend einem pag. 335 formulierten Satze kônnen wir 
das Resultat auch”folgendermaBen formulieren: Es sei B irgend 
ein Teilbereich des Bereichs B, Ü die zu B, U die zu 
B gehôrende eindeutige Potenr il NRA mit der 
Unstetigkeit r" cos +1((0)) im Punkte O und dernormalen 
Ableitung null längs der ganzen Begrenzung, dann 
wird die Differenz [U—U| in einem beliebig wähl- 
baren fest zu denkenden Teilbereiche von B, der sich 
nicht bis an die Grenze von B erstreckt, gleichmäfig 
unendlich klein, wenn die Begrenzungslinien von B 
sich A ebmable den Begrenzungslinien des fest zu 
denkenden Bereichs B unendlich nähern!). 


Betrachten wir nunmehr den alkgemeinen Fall eines un- 
endlich-vielblättrigen Bereichs B mit einem ana- 
lytischen Begrenzungsstück b. 


Wir treffen eine neue Wabhl von lauter endlich- FÉRReS 
Näherungsbereichen des Bereichs B, nämlich B° < B; < Bj<:::., 
welche sich sämtlich bis an die Linie b erstrecken, soda Per: 
dieser Näherungsbereiche ein Stück der Linie b auf seiner Begren- 
zung enthält; dieses Stück môge mit wachsendem Index » die 
ganze Linie b erschôpfen. Es seien U*, U}, -.:, die den Bereichen 
B*, B}, ::: entsprechenden Näherungsfunktionen. Von diesen 
Näherungsfunktionen kônnen wir genau wie oben für die Funk- 
tionen U,, U,, -:+ die Existenz einer Grenzfunktion U* beweisen, 
wobei sich jetzt mit Rücksicht auf das Spiegelungsprinzip noch 
die weitere Tatsache ergibt, daB die gleichmäBige Konvergenz auch 
noch auf b und sogar über die Linie b hinaus stattfindet. Die 
Funktion U* verhält sich also auch auf b regulär und besitzt 
längs b, ebenso wie die Näherungsfunktionen U}, U*, --- die nor- 
male Ablettune null. 

Für die Fanktion U* läft sich nun die oben für U gefundene 
and für U als charakteristisch erkannte Minimaleigenschaft. nach- 
weisen und zwar ganz analog wie oben für U. Es ist jedoch 


1) Der Satz läBt sich übrigens unschwer auch mittelst der Schwarz- 
Neumannschen kombinatorischen Methoden beweisen. 
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jetzt wesentlich zu benutzen, daf die Funktion U* für B* die 
Minimalfanktion nicht nur unter den bis in den Rand von B* hin- 
ein stückweise analytischen Funktionen auf der Fläche B* ist, 
sondern auch unter allen nur im Innern von B* (exclusive der Be- 
grenzung von B%) stückweise analytisch erklärten eindeutigen 
Fanktionen mit der betrachteten Unstetigkeit in 0, was eben das 
Resultat unserer vorher angestellten Spezialuntersuchung für den 
Fall des endlich-vielblättrigen analytisch begrenzten Bereiches ist. 
Nachdem die Geltung der Minimaleigenschaft für die Funktion U* 
erkannt ist, ist damit zugleich die Identität der Funktionen U und 
U* bewiesen. 

Man kann, ohne die Einzelheiten der in À und B gegebenen 
Beweise nochmals durchgehen zu müssen, die Identität der Fank- 
tionen U und U* auch beweisen, indem man den Bereichen B*, B*,-.- 
eine Folg von Bereichen B, < B,<::- gegenüberstellt, welche man 
so wählt, daf jedesmal B, innerhalb B% liegt und dafür sorgt, daf 
die Begrenzung von B, der Begrenzung von B* so nahe gewählt 
wird, daf die Differenz |U,— U*| in einem festen inneren Teilbereich 


von B kleiner als É wird, was eben nach dem Satze pag. 346 


môglich ist. Die Grenzfunktionen U und U* müssen dann selbst- 
verständlich identisch sein !). 


D. Konforme Abbildung durch die Funktion U+i. 


Es sei jetzt B wie in der ,dritten Mitteilung“ ,über die Uni- 
formisierung beliebiger analytischer Kurven“ eine solche, allge- 
mein zu reden, unendlich-vielblättrige, unendlich-vielfach zusammen- 
hängende Riemannsche Fläche, welche schlichtartig ist oder, anders 
ausgedrückt, welche durch jede auf ïihr gezogene geschlossene 
Linie in getrennte Stücke zerfällt. 

Wir bezeichnen mit V die zu U gehôrende konjugierte Poten- 
tialfunktion, welche im Punkte O unstetig wird wie —r"* sin + ((0)), 
unter ((0)) eine in O reguläre und in O verschwindende Potential- 
fanktion verstanden. Die Funktion V kann auch als Grenze 


lim V, definiert werden, wenn mit V, die zu U, gehôrende kon- 
n = À 


jugierte Potentialfunktion bezeichnet wird. 


1) In analytischen Ecken und Spitzen der Begrenzung (vgl. pag. 354) 
ist U+iV jedenfalls stetig. Denn U ist wegen des Satzes pag. 333 oben be- 
schränkt und man kann den betreffenden Zipfel der Fläche B stetig auf die Fläche 
eines gestreckten Winkels konform abbilden. 
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Die Funktion U,+iV, ist wegen des Verschwindens der nor- 
malen Ableitung der Funktion U, längs der ganzen Begrenzung 
von B, auf der ganzen Fläche B, eindeutig und es nimmt PV, auf 
jeder einzelnen Begrenzungslinie von B, einen konstanten Wert 
an. Durch Vermittlung der Funktion U,+iV, wird die Fläche 
B, auf ein Gebiet abgebildet, welches den unendlich fernen Punkt 
jedenfalls nur einfach bedeckt und dessen vollständige Begrenzung 
aut endlich vielen zur Achse des Reellen parallelen endlichen gerad- 
linigen Strecken enthalten ist. Daraus folgt sofort, daB dieses 
Gebiet überall gleichvielblättrig ist. Da nun der unendlich ferne 
Punkt sicher nur einfach bedeckt wird, so ist das betrachtete Gre- 
biet überhaupt einblättrig, nämlich ein von endlich vielen zur 
Achse des Reellen parallelen endlichen geradlinigen Strecken be- 
grenzter Bereich!). Daraus folgt, daf U+45V eine umkehrbar ein- 
deutige Abbildung von B auf einen einblättrigen Bereich $ leistet, 
wobei dem Punkte O der unendlich ferne Punkt entspricht. 


Ich behaupte nun weiter mit Hilbert, daB auch der Bereich 
S ein von lauter zur Achse des Reellen parallelen ge- 
radlinigen Strecken begrenzter Bereich ist, wobei 
jede einzelne Begrenzungsstrecke sich auch auf einen 
Punkt reduzieren kann”). 


Bevor ich diese Behauptung beweiïse, präzisiere ich dieselbe in 
folgender Weise. Es werde mit S, derjenige Teiïlbereich von S 
bezeichnet, welcher vermüge der durch U+iV vermittelten kon- 
formen Abbildung dem Bereiche B, entspricht. Dann enthält 
jedes Mal $,,, den Bereich $S, und alle Bereiche S, enthalten den 


1) Die Abbildungsaufgabe, einen gegebenen einblättrigen endlich-viel- 
fach zusammenhängenden Bereich umkehrbar eindeutig konform auf einen ebenfalls 
einblättrigen, von lauter geradlinigen unter einander parallelen Strecken 
begrenzten Bereich abzubilden, findet zum ersten Male in Schottkys Disser- 
tation (Crelles Journal, Bd. 83, pag. 330) Erwähnung, doch wird sie daselbst nicht 
gelôst. Später gab Schottky in der Arbeit ,über die Wertschwankungen der 
barmonischen Funktionen u. 8. w.“ (Crelles Journal, Bd. 117) u. a. eine Lôüsung der 
analogen Abbildungsaufgabe, den erwähnten gegebenen Bereich auf einen von 
lauter konzentrischen Kreisbôügen begrenzten Bereich abzubilden, eine 
Aufgabe, von welcher erstere Abbildungsaufgabe als ein Grenzfall betrachtet 
werden kann. Eine Lôsung dieser ersteren Aufgabe hat auch Herr Cecioni in 
den Rendiconti di Palermo, 1907, mitgeteilt. 

2) Auf das weitergehende in der Einleitung erwähnte Hilbertsche A b- 
bildungstheorem, bei welchem der Bereich B auch nichtschlichtartig 
sein kann, wird hier nicht eingegangen. 
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unendlich fernen Punkt in ihrem Innern. Längs einer einzelnen 
Begrenzungslinie von S, wird die Koordinate V einen bestimmten 
grôBten und einen bestimmten kleinsten Wert erhalten. Die Diffe- 
renz dieser beiden Werte bezeichne ich als die V-Schwankung 
auf der betreffenden Begrenzungslinie. Meine Behauptung ist nun 
folgende: Die V-Schwankungen auf den verschiedenen 
Begrenzungslinien des Bereichs S$S, werden gleich- 
mäBfig unendlich klein, wenn # unendlich gro wird; 
d.h.: wenn & eine beliebig klein vorgegebene positive GrôBe ist, 
so gibt es eine positive ganze Zahl N, soda für nZ=N die - 
Schwankung auf jeder beliebig gewählten Begrenzungslinie von S, 
kleiner ist als &. 

Ich beweise die soeben aufgestellte Behauptung indirekt. 

Wir nehmen an, daB das Gegenteil zuträfe. Dies würde be- 
sagen, daB es bei beliebig grofem Wert des Index n stets min- 
destens eine Begrenzungslinie von S, gibt, auf welcher die - 
Schwankung grôBer ist als eine gewisse von x unabhängige posi- 
tive von null verschiedene GrôBe c. Betrachten wir nun der Reihe 
nach die einzelnen Begrenzungslinien von $,, so mu sich unter 
denselben mindestens eine, L,, befinden, welche so beschaffen ist, 
da nicht nur ihre eigene V-Schwankung grôBer als c ist, sondern 
daB auch jeder der Bereiche $,, S,, S,, ... mindestens eine von 
l, umschlossene Begrenzungslinie besitzt, deren V-Schwankung 
grôBer als c ist. Nachdem Z, gewählt ist, betrachten wir die- 
jenigen Begrenzungslinien von $,, welche von /, umschlossen 
werden. Unter denselben muf sich mindestens eine, /,, angeben 
lassen, welche so beschaffen ist, daB nicht nur auf /, die V-Schwan- 
kung grüBer als c ist, sondern daB auch jeder der Bereiche $,,$,, 
S, -.. mindestens eine von /, umschlossene Begrenzungslinie be- 
sitzt, deren V-Schwankung grôBer als c ist. Nachdem !, gewählt 
ist, betrachten wir diejenigen Begrenzungslinien von S,, welche 
von ?, umschlossen werden. Unter denselben muB sich mindestens 
eine, ?,, angeben lassen, welche so beschaffen ist, daB nicht nur 
auf /, selbst die V-Schwankung grôBer als c ist, sondern daf 
auch jeder der Bereiche S,, S,, S,, ... mindestens eine von {, um- 
schlossene Begrenzungslinie besitzt, deren V-Schwankung grüber 
als c ist u. 8. w. 

Wir finden auf die angegebene Weïse eine unendliche Folge 
von Linien L,, L,, l,, ..., deren jede vorhergehende die folgende 
umschlieft und auf deren jeder die V-Schwankung grôBer als c ist. 

Die Gesamtheit aller derjenigen Punkte der (U+iV)- Ebene, 
welche nicht innerhalb sämtlicher Begrenzungslinien !, [n = 1, 2, 3,... 


2 3 
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liegen, bilden einen einfach zusammenhängenden Bereich Z, welcher 
den Bereich S als Teil enthält. Der Bereich Z hat eine wobhl- 
definierte Grenze 6. Jeder Punkt auf © ist zugleich auch ein Be- 
grenzungspunkt des Bereichs S. Die V-Schwankung auf o ist = c. 

Unter allen denjenigen Punkten von 6, für welche V den 
grôBten aller überhaupt auf 6 angenommenen V-Werte hat, gibt 
es einen, P,, welcher eine môglichst kleine U-Koordinate hat. 
Ebenso gibt es unter allen denjenigen Punkten auf 6, für welche 
VY den kleinsten aller überhaupt auf 6 angenommenen V-Werte 
hat, einen, P,, welcher eine môglichst kleine U-Koordinate hat. 
Wir kônnen nun eine aus drei geradlinigen Strecken s,, s,, s, zu- 
sammengesetzte gebrochene Linie konstruieren, welche P, mit P, 
verbindet und aufer den Punkten P, und P, keine weiteren 
Puankte auf 6 hat, vielmebr ganz innerhalb Z verläuft. Wir wollen 
s, and 5, parallel der U-Achse, s, parallel der V-Achse wählen. 
Der Linienzug s,, 5s,, s, schneidet von dem Bereiche Z ein ganz 
im Endlichen liegendes einfach zusammenhängendes Stück Z, ab. 
Ist U® die U-Koordinate von s,, V® die V-Koordinate von s, 
V® die V-Koordinate von s,, so wird durch die Gleichung 


(1) w(U, V) — (U— U®) (V— pr?) (Ve — ’) 


im Gebiete Z eine Funktion von U und V definiert, welche auf 
S, S» & verschwindet und für welche das Integral 


po ff) +(S5)laver 


offenbar einen endlichen Wert hat. 

Der Bereich Z, enthält einen Teil des Bereichs S, welchen 
Teil wir mit 2, bezeichnen wollen. Durch die Gleichung (1) ist 
somit w(U, V) auch für den Bereich Z, erklärt. Definieren wir 
noch im Bereiche (S—Z) die Funktion w gleich null, so kônnen 
wir von dieser Funktion als einer Variation Gebrauch machen. 
Wir hatten oben pag. 332 und 343 die Gleichung gefunden 


oU Ôôw Hg: LA dw 
@) JJ Pl Ôy Sr) de ay r=a0; 


welche für beliebig kleines Ç und jede zu B° gehôrende Variation 
w gültig war. Bei Einfübrung von U und V als neuer unab- 
hängiger Variabler an Stelle von x und y, eine Transformation, 
bei welcher wegen der Konformität derselben der Ausdruck des Di- 
richletschen Integrals seiner Form nach invariant ist, erhalten wir 


24 
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für die oben definierte Funktion w (U, V) aus (2) die Gleichung 


ow 
[f $5 avar = 0. 
Z; 


Diese Gleichung enthält einen Widerspruch, weil im ganzen 


Gebiet 3, der Integrand a positiv ist. 


Damit ist gezeigt, daB in der Tat der Bereich S in dem oben 
pag. 348 präzisierten Sinne ein von lauter zur Achse des Reellen 
parallelen geradlinigen Strecken begrenzter Bereich ist. 

Man kann die allgemeine Definition eines derartigen Be- 
reichs auch in folgender Weise geben. Es sei zunächst T'irgend ein 
unendlich-vielfach zusammenhängender einblättrigrer Bereich, wel- 
cher den unendlich fernen Punkt in seinem Innern enthält und 
von welchem wir nur die inneren Punkte als dem Bereiche ange- 
hürig betrachten, sodaf$ zugleich mit jedem Punkte des Bereichs 
auch eine gewisse zweidimensionale Umgebung desselben dem Be- 
reiche angehôrt. Die Begrenzungspunkte eines solchen Bereichs 
ordnen sich stets zu bestimmten Begrenzungskontinuen zusammen, 
deren jedes einzelne eine kontinuierlich zusammenhängende Mannig- 
faltigkeit darstellt, die ihrerseits nicht mehr in getrennte Kontinuen 
zerfällt. Das einzelne Kontinuum stellt, für sich betrachtet, die 
vollständige Begrenzung eines gewissen einfach zusammenhängenden, 
den unendlich fernen Punkt in seinem Innern enthaltenden Bereichs 
dar, von welchem der Bereich T nur ein Teil ist. Um sämtliche 
Begrenzungskontinuen des Bereichs S zu erhalten, hat man den 


Bereich T als Grenze lim 7, von lauter endlich-vielfach zusammen- 
n = 


hängenden Bereichen 7, T,,--. vorzustellen, deren jeder einzelne 
incl. seiner Begrenzung nur aus inneren Punkten des Bereichs T 
besteht, und alle in obiger Reihe vorhergehenden Bereiche als 
Teile in sich enthält. Die Bedingung lim 7, — T' soil besagen, 


n = © 
daB jeder Punkt von T für hinreichend groB gewähltes n innerer 
Punkt von T, ist, wie ja auch umgekehrt jeder Punkt von T, 
innerer Punkt von T' ist. Man fasse nun irgend eine Folge von 
Linien 5,,t,,7,,-- ins Auge, welche den Bedingungen genügt, 
daB für jeden Wert des Index n die Linie +, eine Begrenzungs- 
linie von T, ist und daf r, die Linie r,,, umschiefit. Ein einzelnes 
Grenzkontinum r des Bereichs 7 wird dann durch die angegebene 
Folge ineinander geschachtelter Linien genau in derselben Weise 
definiert, wie oben durch die Linien ,, L,, 4, +: das Grenzkontinuum 
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6 definiert worden ist. Die Gesamtheit aller verschiedenen Grenz- 
kontinuen des Bereichs T' entspricht vollständig der Gesamtheit 
aller verschiedenen Folgen ,,5,,7,,:--, welche sich bilden lassen. 
Nach dieser ganz allgemeinen Begriffsbestimmung kônnen wir nun 
den Begriff des von lauter zur Achse des Reellen parallelen gerad- 
linigen Strecken begrenzten Bereichs auch durch folgende Bedingung 
charakterisieren: Das einzelne Grenzkontinuum ist ent- 
weder eine zur Achse des Reellen parallele gerad- 
linige Strecke oder ein Punkt. Die Uebereinstimmung dieses 
Begriffs mit dem oben pag. 348 gegebenen ist leicht zu erkennen. 


Tief einschneidend und von besonderem Interesse ist nun 
eine weitere Bedingung, welche sich aus einer oben gefundenen 
Formel ergibt, nämlich die Bedingung: Der Inhalt der 
vollständigen Begrenzung des Bereichs S ist gleich 
null. Der Sinn dieser Behauptung soll folgender sein: Es 
haben die von den Begrenzungslinien des Bereichs $, umschlossenen 
Flächen einen Gesamtinhalt, welcher sich für ins Unendliche 
wachsendes » auf null reduziert. 


Wir knüpfen zum Beweise an die Formel (pag. 330 und 342) an 


oU 
(2) D(U) = = fu 3 rap. 
B, RE: F 
e 
Aus dieser Formel folgt sofort 
topo per JU 
(B—B,) b, Ov 


wobei das Integral auf der rechten Seite zu erstrecken ist über 


die vollständige Begrenzung à, von B,; _ ist die normale Ab- 


leitung, db, das Linienelement auf D. Da nun D(U) einen end- 
(B-—B,) 


lichen Wert hat, so ist klar, daf 


lim  D(U) = 0 
n= (B—B,) 


ist. Das Integral 1 U db, ist gleich J UdV. Bezeichnen wir 
mit s, die Begrenzung des oben definierten Bereichs $,, welche 
bei der durch U+3iV vermittelten konformen Abbildung des Be- 
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reichs B auf den Bereich S dem Liniensystem b, entspricht, so 
ergibt sich also 
lim /UaV = 0, 
n = s, 
eine Gleichung, welche den zu beweisenden Satz ausdrückt. 
Man kann die Gleichung (2) auch direkt aus der Minimaleigen- 
schaft der Funktion U folgern, wenn man von der Gleichung 


OU ow' | OU ow 
(8) JJ Ce ox &y LA a 


ausgeht, welche für jedes noch so kleine ç’ und jede in B, 
klärte Variation w’ gilt, die auf dem Kreïise k, verschwindet Es 
einen endlichen Wert D(w') liefert. Nehmen wir g <@ an, s0 


e 
künnen wir speziell w’ in B, mit U identisch setzen, in dem Ring- 


=. ! 

—r U(e, y) 
setzen, indem wir unter r,@ die Polarkoordinaten des Punktes 
(x, y) in Bezug auf den Punkt 0 bezeichnen. Es ist dann wegen (3) 


EE grill ow' 
EU A “ôx ox Ÿ ôy y TL RAD IE 0. 


Formen wir das in vorstehender Formel ausgeführte Doppelintegral 


gebiete X,— K}; hingegen w (x, # = w'(r,p) —= 


! ’ 
in ein Randintegral um, indem wir cie nach æ und . nach y 
ÿ 


Ôx 
partiell integrieren, so ergibt sich 


D(U) = — fu rdp = = [ou Lay. 
Be k r, 


Besitzt der Bereich B, dessen konforme Abbildung auf den 
Bereich S wir untersuchen, in einem Blatte ein reguläres ana- 
lytisches Begrenzungsstück, gegen welches sich in dem betreffenden 
Blatte keine weiteren Begrenzungs- Linien oder -Punkte häufen, 
so verhält sich nach einem Ergebnis des Teiles C dieser Arbeit 
die Fanktion U+iV längs dieses Linienstücks regulär. Es ent- 
spricht daher diesem Linienstück in regulär analytischer Weise 
ein bestimmtes geradliniges Begrenzungsstück des Bereichs S. 
Wir kônnen dies übrigens auch ohne Berufung auf das erwähbnte 
Resultat des Abschnitts C erkennen, welches Resultat sich übrigens 


2. 
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nicht nur auf schlichtartige Bereiche bezog, wie der jetzt von uns 
betrachtete Bereich B einer ist. Da nämlich der Bereich S ein 
von lauter zur Achse des Reellen parallelen geradlinigen Strecken 
begrenzter Bereich ist, so wird die Funktion V, welche wegen der 
Schlichtartigkeit der Fläche B auf -derselben eindeutig ist, bei 
gleichmäBiger Annäherung an das betrachtete reguläre Linienstück 
in dem betreffenden Blatte sich gleichmäfiig einem bestimmten 
konstanten Werte nähern und folglich nach einem bekannten Satze 
der Potentialtheorie in regulär analytischer Weise über dieses 
Linienstück hinweg fortsetzhbar sein, woraus dann auch folgt, daf 
U über dieses Linienstück hinweg regulär fortsetzbar ist und 
längs desselben die normale Ableitung null hat. 

In Ecken und Spitzen der Begrenzung von B verhält sich 
U+iV stetig, wenn dieselben von zwei analytischen Stücken ge- 
bildet werden und wenn in dem betreffenden Blatte keine An- 
häufung von weiteren Begrenzu,gslinien oder -Punkten gegen den 
äuBersten Punkt der Ecke bezw. Spitze stattfindet. Der Beweis 
ist ganz analog dem entsprechenden Beweise in meiner ,zweïiten 
Mitteilung über die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven“ 
(Gôtt. Nachr. 1907). 


E. Einführung zweier logarithmischer Unstetigkeiten an 
Stelle der einen Unstetigkeit 7 * cos y. Das zugeordnete 
Abbildungstheorem. 


Den in den Abschnitten A, B, C, D angestellten Unter- 
suchungen lassen sich entsprechende Untersuchungen an die Sèite 
stellen, bei welchen an Stelle der einen Unstetigkeit r' cos go im 


Punkte O0 zwei Unstetigkeiten log + und — og in zwei ver- 


schiedenen Punkten 0, und 0, der Fläche PB Cébten sind und 
zwar sowohl für die Duniiioten U,, U,,:-., als auch für die 
Grenzfunktion U. Ist O, oder O, ein Verzweigungspunkt "”-ter 


Ordnung, so hat an Stelle der Unstetigkeit log à bezw. —log— 
1 2 


es bezw. mer zu treten. Die 
" Vo 


1 
+1 m +1 
Normierung der in U,, U,,:-: frei verfügbaren additiven Kon- 
stanten kann man z. B. in der Weise vornehmen, daB man fest- 
setzt, alle diese Potentiale sollen in einem feste O, der Fläche B 


verschwinden. 


die Unstetigkeit —— 


nn. : 
14 " * 
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Auf die Einzelheiten der Durchführung näher einzugehen, ist 
wenigstens, was die Entwicklungen der Abschnitte A, B, C anbe- 
trifft, nicht erforderlich, da alle diese Entwicklungen sich mit 
Leichtigkeit übertragen lassen. Einige Bemerkungen seien nur ge- 
macht, von welchen man mit Vorteil Gebrauch machen kann. Die 
Punkte O,, O,, O, lassen sich offenbar als innere Punkte eines ein- 
fach zusammenhängenden Teiïlbereichs des Bereichs B auffassen. 
Indem man eine umkehrbar eindeutige konforme Abbildung dieses 
Teiïlbereichs auf eine schlichte Kreisfläche macht, ist die Müglichkeit 
gegeben, an Stelle des erwähnten Teilbereichs während der Unter- 
suchung letztere Kreisfläche treten zu lassen, innerhalb welcher 
man dann die Unstetigkeitspunkte gewissermalen näher aneinander 
gerückt hat. Man kann auch von folgender Bemerkung Gebrauch 
machen. Betrachtet man an Stelle der Unstetigkeitspunkte O, 
und O, zunächst O, und 0°, darauf 0° und O,, so wird die Funk- 
tion mit den logarithmischen Unstetigkeitspunkten O, und O, sich 
als Summe zweier analog gebildeter Funktionen darstellen lassen, 
deren eine O, und 0° als Unstetigkeitspunkte hat, während die 
andere 0° und O, als Unstetigkeitspunkte hat. Man kann so 
zwischen O, und O, eine ganze Kette von Zwischenpunkten 
0®, 0®,..., 0® eïnschalten, die man so wählen kann, daf je zwei 
aufeinander folgende Punkte der Kette so nahe liegen, daf man 
sie etwa mit einer und derselben Kreisfläche auf B fassen kann. 
Die zu O, und O, als Unstetigkeitspunkten gehôrende Potential- 
fanktion ergibt sich als die Summe derjenigen Potentialfunktionen, 
die man erhält, wenn man nacheinander als Unstetigkeitspunkte 
die Paare 0, 0", 0® 0°,..., 0% 0%, 0® 0, wählt. 


Was bedeutet nun die Einführung der beiden logarithmischen 
Unstetigkeitspunkte O, und 0, für die konforme Abbildung ? 


Dazu nehmen wir an, der Bereich B verhalte sich im Sinne 
der Analysis situs wie ein schlichter Bereich. Bilden wir zunächst 
die Funktion eUr+5V., so ist klar, daf diese Funktion eine um- 
kehrbar eindeutige konforme Abbildung der Fläche B, auf ein 
gewisses endlich-vielblättriges Riemannsches Flächenstück leistet, 
welches den Nullpunkt und den unendlich fernen Punkt in seinem 
Innern und zwar jeden genau ein Mal, (nämlich als Bildpunkte 
von 0, und O,), enthält und auBerdem die Eigenschaft hat, daf 
seine sämtlichen Begrenzungslinien auf endlich vielen, den Nall- 
punkt zwar nicht selbst, wohl aber auf der Verlängerung ent- 
haltenden geradlinigen Strecken endlicher Länge enthalten sind, 
weil nämlich längs jeder Begrenzungslinie von B, die Amplitude 
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von eV«+iV konstant ist. Da man infolgedessen jeden nicht auf 
den erwäbnten Strecken liegenden Punkt der e”*’”-Ebene mit dem 
Nallpunkte dieser Ebene durch eine Linie verbinden kann, welche 
keine der erwähnten Strecken, mithin auch keinen Begrenzungs- 
punkt des betrachteten Riemannschen Flächenstücks trifft, so er- 
gibt sich, daf dieses Flächenstück die Ebene überall gleich-viel- 
blättrig bedeckt, mithin, wie im Nullpunkte, einblättrig. Die 
Funktion eV«+#V, Jeistet also eine konforme Abbildung des Be- 
reichs B, auf einen einblättrigen Bereich, dessen Begrenzung von 
endlich vielen nach dem Nullpunkte zielenden A ne Strecken 
endlicher Länge gebildet wird. 

Die Grenzfunktion e”*” vermittelt auf Grund des Vorher- 
gehenden eine umkehrbar eindeutige konforme Abbildung des Be- 
reichs B auf einen sicher einblättrigen Bereich S, welcher den 
Nullpunkt und den unendlich fernen Punkt als Bilder der Punkte 
0, und O, enthält. 

Zu zeigen ist noch, daB die vollständige Begrenzung 
des Bereichs S von lauter geradlinigen, den Nullpunkt 
auf ihrer Verlängerung enthaltenden Strecken end- 
licher Länge gebildet wird, deren einzelne sich auch auf 
einen Punkt reduzieren kann. 


Zu dem Zwecke nehmen wir àn, ein einzelnes Grenzkontinuum 
6 von $ sei vorhanden, für welches, wenn À und & die Polar- 
koordinaten in der S-Ebene bezeichnen, bei Zugrundelegung des 
Nullpunktes als Zentrum, die ®-Schwankung nicht gleich null 
sei. Die &-Schwankung auf 6 kann dann môglicher Weïise auch 
grôBer als 2x sein; jedenfalls aber ist sie endlich, weil man 6 
analog wie oben als Grenze einer Folge ineinander geschachtelter 
Linien L,, 2, --- auffassen kann, auf deren jeder einzelnen die 
D-Schwankung grôBer sein wird als auf 6. Die auBerhalb 6 
befindlichen Punkte der S-Ebene bilden, wie oben, einen einfach 
zusammenhängenden Bereich Z, welcher S als Teil enthält. Nun- 
mehr denken wir uns im Innern von S$ eine Linie s, in Gestalt eines 
Kreisbogens mit dem Nullpunkte als Kreïismittelpunkt so gewählt, 
daB alle auf s, angenommenen ®-Werte auch auf 6 angenommen 
werden. Wir wollen 5, so nahe am Nullpunkte gewählt denken, 
daB 5, dem Nullpunkte näher liegt als irgend ein Punkt auf o. 
Es seien « und B die beiden Endpunkte von 5,, y ein innerer Punkt 
auf 5. Wir konstruieren jetzt von den Punkten «, B, y aus drei 
geradlinige Strecken 5,,s,,s,, indem wir bezw. von «, B,y aus 
auf einem durch den Nullpnnkt gehenden Strahl (® — const.) bis 
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zum ersten sich entgegen stellenden Punkte auf 6 fortschreiten, 
wobei R sich beständig vergrôBert. Mit s,, werde das zwischen 
« und y enthaltene Stück des Bogens 5, rare mit s,, das 
Stück zwischen B und y. 

Die drei Linien 5,,5,,s, bilden einen ganz innerhalb Z ver- 
laufenden, den Nullpunkt und den unendlich fernen Punkt nicht 
enthaltenden Zug, welcher zwei von einander verschiedene Punkte 
auf 6 mit einander verbindet. Der Bereich Z wird durch diesen 
Zug in zwei einfach zusammenhängende Stücke zerlegt, von welchen 
wir dasjenige näher betrachten, welches den Nullpunkt nicht ent- 
hält. Es kann sein, daB dies letztere Flächenstück den unendlich 
fernen Punkt nicht enthält. In diesem Falle dient uns der Be- 
reich als Bereich Z,, für welchen wir hernach eine Variation 
bilden werden. Enthält jedoch das erwähnte Stück den unendlich 
fernen Punkt, so betrachten wir die Zerlegung dieses Flächen- 
stücks durch die Linie s, In der Tat bewirkt s, eine Zerlegung 
desselben in zwei einfach zusammenhängende Flächenstücke, von 
welchen wir jetzt dasjenige als Bereich Z, wählen, welches den 
unendlich fernen Punkt und selbstverständlich auch den Nullpunkt 
nicht enthält. 

In jedem Falle wird die Begrenzung des Bereichs Z, abge- 
sehen von einem Teil des Kontinuums 6 gebildet von einem Kreis- 
bogen s, (R — R,) und von zwei geradlinigen Strecken s, und 5, 
(D — ®,, D — ®,), wobei mit R,, ®,, ®, Konstanten bezeichnet 
sind. Man beachte, daf das Gebiet Z auch Punkte enthalten 
kann, deren ®-Wert nicht zwischen ®, und ©, liegt. 

Wir definieren nun im (Gebiete Z, als eindeutige Funktion 
des Ortes eine auf der Begrenzung von Z, soweit sie innerhalb 
Z liegt, d. i. auf 5,,5,, &, verschwindende Variation w(R, ®) durch 
die Gleichung 


w(R, D) = (R—R,) sin° (D — D,) sin’ (d — D), 
während in (Z2—2Z) die Variation w(R, ®) identisch gleich null 
gesetzt werde. 


Wir bezeichnen mit Z, denjenigen Teil von S, welcher in 2, 
enthalten ist. Wenden wir die Gleichung 


OU ôw , AU dv 
JJ Cas tag ap) = 9 


auf unsere ge erklärte Variation # an, so ergibt sich die 
Gleichung 
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wobei man sich U und V als Funktionen von À und ® zu denken 
hat. Die Linien U — const und V — const sind nun identisch 
mit den Lainien À — const und ® — const. Es ist nämlich R — e” 


und ® = V. Nun ist _ in, 2, 


mithin auch Te überall positiv, woraus folgt, daB das Doppel- 


integral Î j dUdV einen positiven Wert hat. Dieser Wider- 
Z 


also auch in Z, überall positiv, 


spruch kann nur durch die Annahme gelôst werden, daf die 
d-Schwankung auf jedem einzelnen Grenzkontinuum des Bereichs 
S gleich null ist. 

Es gilt auch wieder der Satz, da der Inhalt der Be- 
grenzung von S gleich null ist, d.h.: wenn mit S, jetzt 
derjenige Teil von S bezeichnet wird, welcher vermôge der 
durch e“*” vermittelten konformen Abbildung des Bereichs B 
auf S dem Bereiche B, entspricht, so haben die von den einzelnen 
Begrenzungslinien des Bereichs S, umschlossenen Gebiete einen 
Gesamtflächeninhalt, welcher unendlich klein wird, wenn # un- 
endlich groB wird. Es ist nämlich wieder, wenn s, die Begren- 
zung von S, bezeichnet, 

lim /UdV = 0. 
n—= os, 

Um diese Gleichung dem vorliegenden Falle entsprechend 
geometrisch zu interpretieren, verbinden wir den Nullpunkt der 
S-Ebene mit dem unendlich fernen Punkte derselben Ebene durch 
eine Linie, welche ganz innerhalb S verläuft. Die längs dieser 
Linie aufgeschnitten gedachte S-Ebene bilden wir mittelst der 
Funktion log (e”*”) — U+1iV umkehrbar eindeutig und konform 
auf ein Gebiet ab, dessen eine Begrenzungslinie durch Hinzufügung 
der Periode 2xi aus der andern hervorgeht. Die Grenzpunkt- 
mannigfaltigkeit des Bereichs S geht dadurch in eine Punktmannig- 
faltigkeit über, welche jetzt gemäB der obigen Gleichung tat- 
sächlich den Inhalt null hat. Daraus folgt aber nun rückwärts 
auch für die Grenzmannigfaltigkeit von S selbst, daf ihr Inhalt 
gleich null ist, wenn man nämlich beachtet, daf die dem Ueber- 
gange von der S-Ebene zur (U+iV)-Ebene entsprechende Funk- 
tionaldeterminante, welche zugleich das VergrôBerungsverhältnis 
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der einzelnen Flächenelemente bei dem erwähnten Übergange 
anzeigt, auf und in der Nähe der zu untersuchenden Punkt- 
mannigfaltigkeit nur solche Werte annimmt, welche zwischen 
zwei endlichen, null und unendlich ausschliefenden Grenzen 
liegen. 


F. Einführung zweier Arcustangens-Unstetigkeiten an 
Stelle der beiden logarithmischen Unstetigkeiten. 
Das entsprechende Abbildungstheorem. 


Man kann von der Funktion U und entsprechend von den 
Näherungsfunktionen U,, U,,--: verlangen, daB dieselben in O, 
(x = 2,, y—=7Yy,) und O0, (x = %,, y = y,) unstetig werden sollen 
wie œp,+reguläre Potentialfunktion bezw. — y, + reguläre Poten- 
tialfanktion, wobei mit w, die Funktion arc tg — - À 

1 
Y— Y2 
L— ZX, 
um 0, und O, eine geschlossene Linie, welche auf B einen einfach zu- 
sammenhängenden, die Punkte O, nnd O, enthaltenden Bereich B, ab- 
grenzt, so wird jeder Zweig irgend einer der Funktionen U,, U,,-.., U 
bezw. in B,—B,, B,—B,,:..., B—B, eindeutig sein Der Exi- 
stenzbeweis der Funktion U als Grenzfunktion lim U, läft sich 

n — @ 
ganz analog den Beweisen in Abschnitt À und B führen, wobei 
man wieder mit Vorteil von den in E pag. 355 gemachten Be- 
merkungen Gebrauch machen kann. Auch die Entwicklungen des 
Abschnitts C übertragen sich ohne weiteres. 

Verhält sich die Fläche B im Sinne der Analysis situs wie 
eine schlichte Fläche, so entsteht wieder die Frage nach der kon- 
formen Abbildung, zu welcher die Funktion U Anlaf gibt. 

Die einzelne Näherungsfläche B, wird jetzt durch die Funktion 


ei(Us+ iv.) 


, mit y, die 


Funktion arc tg bezeichnet wird. Konstruiert man auf B 


welche ersichtlich in B, eindeutig ist, umkehrbar eindeutig kon- 
form auf ein gewisses Riemannsches Flächenstück B, abgebildet, 
welches den Nullpunkt und den unendlich fernen Punkt genau 
einfach bedeckt. Die Begrenzungslinien der Fläche B, verteilen 
sich auf endlich vielen konzentrischen Kreïisen mit dem Nullpunkt 
als Mittelpunkt. Es ist daher klar, daf das Aeufere des grüfiten 
Kreises und das Innere des kleinsten Kreises von der Fliche B, 
überall genau einfach bedeckt werden, während von den einzelnen 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1909. Heft 8. 260 
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Kreisringgebieten, in welches die Ebene durch die erwähnten Kreiïse 
zerlegt wird, zunächst nur behauptet werden kann, daB jedes ein- 
zelne dieser Gebiete von der Fläche B, überall gleichvielblättrig 
bedeckt wird. Daf die Blätterzahl auch in diesen Gebieten genau 
gleich eins ist, ergibt sich nach dem Satze von der Charakteristik 
des Randes, wenn man beachtet, daf die vollständige Aenderung 
der Grôbe log(ei(0. +50.) — 5(U,+4iV,) längs jeder Begrenzungs- 
linie von B, verschwindet, woraus geometrisch ersichtlich ist, daB 
auch die vollständige Aenderung der Grôüfe log (ei 0» +5) Lo), 
unter « irgend einen endlichen auf keinem der obigen Kreise ent- 
haltenen Punkt verstanden, verschwindet. 

Damit ist gezeigt, daB B, ein von lauter Kreisbôgen be- 
grenzter schlichter Bereich ist, woraus nun folgt, daf der 
Bereich B durch e(U»+3Ÿ.) auf einen ebenfalls schlichten Bereich 
S abgebildet wird. Dieser Bereich enthält den Nullpunkt und den 
unendlich fernen Punkt als Bilder von O, und O, in seinem Innern. 
Es ergibt sich nun weiter: Die Begrenzung des Bereichs 
S wird von lauter konzentrischen Kreisbôgen mit dem 
Nullpunkt als Mittelpunkt der Kreise gebildet, wobei 
der einzelne Kreïisbogen sich auch auf einen Punkt reduzieren 
kann; der Inhalt der vollständigen Begrenzungsman- 
nigfaltigkeit ist gleich null. 

Der Beweis für die vorstehend aufgestellten Behauptungen 
kann nach Analogie der entsprechenden Beweise des Abschnitts E 
geführt werden. Ich begnüge mich mit einigen Bemerkungen, be- 
treffend die Bildung der jetzt zu benützenden Variation w(R, ©). 
Als Hülfsbereich Z, wird man jetzt einen Bereich wählen, dessen 
Begrenzung, abgesehen von einem Teile eines einzelnen vorge- 
stellten Grenzkontinuums 6, auf welchem die R-Schwankung von 
null verschieden gedacht wird, gebildet wird von einer nach dem 
Nullpunkte zielenden Strecke s, (® — ©) und zwei Kreisbôgen 
s, und 5, (R = R° und R = R°), welche von den Endpunkten 
der Strecke s, ausgehen uud beide mit derselben Anfangsrichtung 
” beginnend bis zum ersten sich entgegenstellenden Punkte auf 6 
führen. Bei der Bestimmung der Linien s,, s,, s, ist darauf zu 
achten, daB der sich ergebende Bereich Z, weder den Nullpunkt 
noch den unendlich fernen Punkt enthält. Die zu benützende Va- 
riation wird in 2, durch die Gleichang 


w(R, D) = (D—DY)(R—R°)(R—R") 
erklärt. 
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Schlussbemerkungen. 


Am Schlusse meiner ,dritten Mitteilaung“ ,über die Uniformi- 
sierung beliebiger analytischer Kurven“ habe ich auf ein allge- 
meines Kreisnormierungsprinzip hingewiesen ‘), dessen Be- 
weis mir als ein Hauptziel meiner automorphen Untersuchungen vor- 
schwebt. Nach diesem Prinzip kann jeder schlichte unendlich-viel- 
fach zusammenhängende Bereich umkehrbar eindeutig und konform 
auf einen ebenfalls schlichten von lauter Vollkreisen bezw. Punkten 
begrenzten Bereich abgebildet werden. Abgesehen von den Füällen, 
in welchen dieses Prinzip auf Grund meiner früheren Unter- 
suchungen tatsächlich bewiesen ist (allgemeiner Fall bei endlichem 
Zusammenhang, symmetrischer Fall bei unendlich hohem Zusammen- 
hange *) kann im allgemeinsten Falle auf Grund einer in der dritten 
Mitteilung von mir dargelegten Methode die Existenz der be- 
treffenden Abbildungsfunktion bewiesen werden. Man hat nur 
nôtig für die Funktionen ,(x), y,(x), -:: der dritten Mitteilang 
speziell diejenigen Funktionen zu wählen, welche für die endlich- 
vielfach zusammenhängenden Näherungsbereiche die dem Kreis- 
prinzip für diese Bereiche entsprechende Abbildung leisten. 

Der Nachweis, daB die im allgemeinsten Falle sich ergebende 
Grenzfunktion tatsächlich die durch das Kreisprinzip postulierte 
Abbildung leistet, ist mir bisher nicht gelungen. Bei einem solchen 
Beweise wird sich auch ergeben, daB der Inhalt der Begrenzung 
des Kreïisbereichs, genommen im Sinne der pag. 324 gegebenen 
exakten Definition, gleich null ist. In der Tat läft sich bei den 
von Herrn Klein (Math. Ann, Bd. 21, 1882) aufgestellten Uni- 
formisierungstheoremen, welche mir den AnlaB zur Aufstellung des 
Kreisprinzips boten, verifizieren, daB die bei diesen Theoremen auf- 
tretenden unendlich-vielfach zusammenhängenden Kreisbereiche die 
genrannte Inhaltsbedingung erfüllen ‘). 


1) Vgl. auch meinen Rômischen Vortrag. (Vierter internationaler Mathe- 
matikerkongreB 1908). 

2) Gemeint ist derjenige symmetrische Fall, in welchem jede einzelne Be- 
grenzungslinie des Bereichs zu sich selbst symmetrisch ist. 

8) S. $ 4 einer demnächst in den Math. Annalen erscheinenden Abhand- 
lung des Verfassers ,Ueber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. IL.“ 


Wolkenbeobachtungen in Samoa. 


Von 
G. Angenheister. 


Vorgelegt von Herrn Wiechert in der Sitzung vom 3. Juli 1909, 


Uber Woïkenbeobachtungen aus den mittleren Grebieten des 
stillen Ozeans, vor allen seines südlichen tropischen Teiles ist 
wenig bekannt. Mit Ausnahme der Beobachtungen des 15° nôrd- 
lich gelegenen Manila-Observatoriums, das aber schon am Rande 
des grofen Meeres in der Nähe groBer Ländermassen gelegen ist, 
sind mir über den Zug der verschiedenen Wolkenarten über den 
stillen Ozean keinerlei Beobachtungen bekannt geworden. Für 
die südlichen Tropen liegen längere Beobachtungsreiïhen nur noch 
von St. Mauritius im indischen Ozean vor. In Samoa ist für mitt- 
lere und obere Wolken von vornherein eine grofe RegelmäBigkeit 
der Zugrichtung zu erwarten, da keinerlei grôBere Ländermassen 
in der Nähe liegen. Wie hoch der Einflu8 der Inseln selbst reicht, 
ist nicht leicht anzugeben; es wird das Folgende jedoch einige 
Schlüsse auch in dieser Hinsicht erlauben. 

Die im Samoa-Observatorium angestellten Beobachtungen er- 
strecken sich auf die Zeit vom 1. IV. 07—31. XII. 08. Im ersten 
Jahr wurden 3 mal täglich (um 7*, 2r, 9) im zweiten Jahr nur 
1 bis 2 mal täglich Beobachtungen angestellt. Bei langsam ziehenden 
hohen Wolken wurde der Wolkenspiegel zur Hülfe genommen; 
bei Cirren stets, falls nicht andere Umstände (z. B. CiCu in der 
Mondnähe) eine genaue Bestimmung der Zugrichtung ermôglichte. 
AuBerdem wurden auch zu anderen Zeiten z. B. bei Gelegenheit 
luftelektrischer Messungen, Drachenaufstiegen, und auch zu späteren 
Nachtstunden (Ci Cu in Mondnächten) Beobachtungen angestellt. 
Die Dreiteilung der Wolken führenden Schichten wurde bei der 
Bearbeitung in der Weise vorgenommen, 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1909. Heft 4, 27 
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daB zur oberen Ci, Ci Str. Ci Cu (etwa über 6.5 klm hoch) 
zur mittleren Alto Cu Alto Str. (etwa von 2.5—6.5 kim hoch) 
und zur unteren Cu, fracto Cu fr Ni. Str. (etwa bis 2.5 klm hoch) 
gerechnet wurden. Die Gesamtzahl der Beobachtungen 
hoher Wolken beträgt 140 
mittlerer Wolken beträgt 164 
der unteren über beträgt 750. 

Eine besondere Vorsicht muB bei der Berechnung des mitt- 
leren Zuges der unteren Wolken verwendet werden. Derselbe 
unterliegt nämlich denselben lokalen UnregelmäBigkeiten und der 
Richtungsänderung, denen der untere Wind unterworfen ist. Land- 
und Seewind und Gewitterbildung in den Nachmittagsstunden im 
Westen (Westupolu, Apolimastrafe und Ost-Savaii) erzeugen lokale 
Luftstrôme, die schnell die Richtung der regelmäBigen Passat- 
strômung ändern kôünnen. Diese lokalen schnell umlaufenden Winde 
führen Wolkenfetzen, fracto Cu, Ni, Boeen mit sich. Die For- 
mation und Lage der Insel, sowie die Lage des Beobachtungs- 
punktes sind hier wesentlich für die Zugrichtung dieser unteren 
Wolken. Die Folge ist, daf niedere Wolken aus allen Quadranten 
beobachtet werden, was eine Bestimmung der mittleren Zugrichtung 
unsicher macht. Der bei weitem überwiegende Teil der Beob- 
achtung unterer Wolken ergab jedoch Wolkenzug aus der Rich- 
tung des Passates. Die lokalen Einflüsse der Insel reichen nur 
wenige Meilen seewärts und kommen für das gro8fe Windsystem 
des offenen Ozeans hier wenig in Betracht. Da uns hier nun vor 
allem die Frage wichtig ist, wie sich die regelmäfige Luftstromung 
mit der Hôhe und der Jahreszeit ändert, so sind diese unteren 
Wolken und Wolkenfetzen, die in lokalen Windänderungen flogen 
von den regelmäfig im Passat fliegenden Cu und fr. Cu. getrennt 
und für sich betrachtet worden. 

Der Zug der mittleren und oberen Wolken bleibt von diesen 
lokalen Stôrungen unbeeinfluft. 

Ein Beispiel môüge die lokale Stôrung der normalen Luft- 
strômung illustrieren. 

Am 25. Nov. 08 6 wurde beobachtet:-in NW. Bildung eines 
starken Gewitters, das nachher zum Ausbruch kam. 

Vom Gewitterherd her wehte unten Wind aus NW. mit 
Stärke 2; in diesem Winde trieben Wolkenfetzen von dem Ge- 
witterherd her aus NW. Ein Cumuluskopf in der Nähe, an der 
Ostseite des Beobachtungsortes, war dagegen von E nach W um- 
gebogen und dieses umgebogene Ende zog aus E in einer Hôhen- 
schicht, die über der unteren NW. Strômung lag und in der noch 
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Passat herrschte. Hoch darüber im Zenit zogen im blauen Himmel 
Ci Ca aus N. 

Die untere westliche Windstrômung reichte also zwar bis zur 
Hôhe der Gewitterwolke, nicht aber bis zur Hôhe des im Osten 
gelegenen Cu Kopfes. 

Das Observatorium liegt an der Nordküste von Upolu. Gegen 
Abend drehte der Wind aus der ôstlichen Passatrichtung nach 
Süden; der aus den südlichen Landinnern kommende Landwind 
setzt ein; die niedern Wolken fr. Cu ändern aber meiïstens ihre 
Richtung nicht oder nur wenig. Bei ganz tiefhängenden Stratus- 
schichten und Nimbusfetzen, wurde einige Male beobachtet, daf 
sie am Spätnachmittag vom Tags über herrschenden Winde aus N. 
NE. oder NW. südlich getrieben wurden und bald darauf beim 
Einsetzen des Landwindes wieder von S. zurück nach N. trieben. 
Allzu hoch hinauf scheinen die lokalen Einflüsse auch hier nicht 
zu reichen. Immerhin erschweren diese Umstände die Beant- 
wortung der Frage, die uns hier hauptsächlich interessiert, näm- 
lich wie die regelmäfige und bei weitem häufigste Luftstrômung 
(74 ‘Jo aller Stunden des Jahres weht Passat; in der Passatzeit 
sogar 90 ‘/o) der SE. Passat seine Richtung mit der Hôhe ändert. 
Die Tabelle gibt für die einzelnen Monate die mittlere Zugrichtung 
der oberen, mittleren Wolken und derjenigen unteren, die in der 
Passatstrômung fliegen, die letzte Kolonne die mittlere Zugrichtung 
aller niedern Wolken, einschlieBlich der, die in lokalen Winden 
fliegen. Diese Kolonne zeigt eine erheblich nôrdlichere Kompo- 
nente als die vorhergehende. 

Eine besondere Stellung nimmt August 1907 ein. Fast die 
ganze erste Hälfte des August 07 war sonniges Wetter mit fast 
wolkenfreiem Himmel: nur wenige Cu und fr. trieben von Westen. 
Unten stritten im Verlauf des Tages schwache SE. Passat und 
westliche Winde um die Herrschaft. Es liegt hier eine Stôrung 
der Passatstrômung vor, letztere ist in dieser Zeit sonst durchaus 
regelmäfig. Es ist keine lokale Stôrung, sie erstreckt sich über 
einen grofen Teil des stillen Ozeans, so auch über das ganze 
Tonga-Archipel wie sich aus Beobachtungen ergibt, die durch das 
Samoa-Observatorium auf vielen Nachbarinseln (Tonga, Rarotonga, 
Viti, Fanning, Ellis-Inseln) veranlaft worden sind. Wird der Zug 
der unteren Wolken, die während dieser Zeit beobachtet wurden, 
mit zur Bildung der mittleren Zugrichtung benutzt, so ergibt sich 
eine starke nürdliche Komponente, wie die Tabelle zeigt (letzte 
Kolonne); während der wahre mittlere Wert, für August sicher 
genauer erhalten wird, wenn man diese Beobachtungen ausschaltet, 

27 * 
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(vorletzte Kolonne). Eine letzte Tabelle gibt die mittlere Zug- 
richtang für die drei Wolkenarten, im Mittel für Passat- and 
Regenzeit, sowie die Richtung des Passatwindes für den freien 
Ozean bei Samoa nach dem Segelhandbuch der deutschen Seewarte. 

Man ersieht aus den Tabellen die Drehung der Windrichtung 
mit der Hôhe von E. unten über N. zu W. oben; die Drehung ist 
eine allmähliche, eine schraubenfôrmige. Die Grôfe der Drehung 
beträgt ungefähr 180°. Zum Vergleich gebe ich hier einige bei 
Drachen und Pillot-Ballonaufstiegen in der Passatzeit 1908 be- 
obachtete Drehungen. 

28. Juli 08. Pillot-Ballon für 1000 m Hôhe zeigt Drehung um 
27° von Osten nach Norden. 

80. Juli 08. Pillot-Ballon für 600 m Hôhe zeigt Drehung um 
24 von Osten nach Norden. 

81. Juli 08. Aus der Stellung von 4 Drachen (hôchster 
1700 m) ergibt sich für 600 m (von 500 m—1100 m) eine Drehung 
um 20° nôrdlich. 

Für die unterste Schicht von 1000 m ergab sich also Drehung 
von 27°, 33° und 40° aus Pillotballon und Drachenbeobachtungen, 
während die Drehung bis zur Cirrenschicht (7—8000 m) aus Wolken- 
beobachtungen sich auf 180° oder 27°—23° für je 1000 m beläuft. 
Die Drehung setzt schon in den untersten Schichten ein und 
scheint nach oben kontinuierlich fortzuschreiten. Die GrôBe der 
Winddrehung erscheint recht erheblich, wenn man berücksichtigt, 
daf Samoa nur 13,b° südlich liegt. Die am Aequator aufsteigende 
und zu den Polen abflieBende obere Luftschicht hat ihre ôstliche 
Komponente bereits in Samoa in 138,5° südlicher Breite eingebüft 
und flieft gegen den Unter-Wind um ca. 180° gedreht, als NW. 
bis W. Daraus ergibt sich, daB diese Luftmassen den Aequator 


mit einer Geschwindigkeit von 26 _ verlassen haben‘). Die 


Asche des Krakatau-Ausbruches soll mit einer Geschwindigkeit von 
80—40 m in den oberen ôstlichen Luftstrômen um den Aequator 
fortgeführt worden sein. 

Die Tabellen zeigen ferner für alle drei Hôhenstufen eine 
Linksdrehung im Sinne ENW. beim Uebergang von der Passat- 
zur Regenzeit, sodaB also in der Passatzeit mehr ôstliche, in der 
Regenzeit mehr westliche Komponenten vorherrschen. 

Die Verarbeitung der Windregistrierungen am Samoa-Obser- 


1) Siche Ergebn. d. Arb. d. Samoa-Obs. Bd. II, Abh. d. kgl. G. d. W. z. Güttingen. 
2) Hierbei ist angenommen, daB die Luftmassen sich in einer Hôhe von 
20 kim vom Aequator fortbewegen. . 
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vatorium) des Jahres 1906 hat ergeben, daf in der Passatzeit 
bei den unteren ôstlichen Passatwinden die nôrdliche Komponente 
(also NE. Passat) während der Regenzeit dagegen die südliche 
Komponente (SE) Passat vorwiegt. (Gerade umgekehrt ergaben 
die Schiffbeobachtungen in der Nähe von Samoa einen NE Passat 
für die Regenzeit und ein SE Passat für die Passatzeit. Dieser 
Widerspruch erklärt sich aus dem EinfluB des Landes. Während 
die starken ôstlichen Winde unten mittags durch Herabsinken 
hôherer aus mehr nôrdlicher Richtung ziehender Luftmassen nach 
Norden gedreht werden und ferner oft so stark ausgebildet sind, 
da sie auch nachts ihre ôstliche Richtung behalten, kommt einmal 
bei den schwächeren Winden der Regenzeit die nôrdliche Drehung 
um Mittag nicht zu stande, und ferner erhalten sie gegen Abend 
durch den Landwind, der ihnen meist an Stärke überlegen ist, 
eine stark südliche Komponente. Wir haben schon vorher gesehen, 
da der Einfluf der Insel nicht sehr hoch hinauf reicht, daB schon 
die Cu meist in einer Schicht fliegen die diesem Einfluf entzogen 
ist. Wir erhalten daher auch tatsächlich schon beim Zug der 
unteren Wolken dieselbe nôrdliche Drehung der mittleren Zug- 
richtung beim Uebergang von der Passat- zur Regenzeit, wie sie 
für den Wind auf freiem Meer durch Schiffbeobachtungen fest- 
gestellt ist, die aber den durch LandeinfluB gestôrten Gang der 
Windrichtung an der Nordküste von Samoa gerade entgegen geht. 
Diese Winddrehung beim Wechsel der Jahreszeit erstreckt sich 
wie wir sehen auf alle drei Hôhenstufen. Die Drehung des Zuges 
der Ci im Laufe des Jahres von NW. (Passatzeit) nach W. (Regen- 
zeit) läft sich vielleicht durch die Verschiebung der Zone niederen 
Druckes am Aequator, des Kalmengürtels, erklären. Dieser ist 
während des ganzen Jahres nôrdlich vom Aequator gelegen; in 
der Passatzeit (Mai bis Okt.) erstreckt er sich von 10°—7°N. In 
der Regenzeit (Nov. bis März) von 5° bis zum Aequator N. Während 
des ganzen Jahres greift also der Passat aus dem ôstlichen Teile 
des südlichen stillen Ozeans über den Aequator hinaus oder doch 
bis zu ihm hin. Der in dem Kalmengürtel aufsteigende Luftstrom 
flieBt in der Richtung zum Nord- und Südpol ab. Die ursprüng- 
liche ostwestliche Bewegung der Luft in den Kalmen kombiniert 
sich mit den meridionalen Komponenten zu einer südôstlichen zum 
Nordpol resp. nordôstlichen zum Südpol gerichteten Strômung. 
Die letztere, die zunächst von nôrdlichen Breiten zum Aequator 
flieft, — die Kalmenzone liegt ja stets nôrdlich vom Aequator, — 
wird bei ihrem Weg eine Ablenkung nach rechts erhalten, d. h. 
also: die Ablenkung des oberen Oststromes im Kalmengürtel in 
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folge des Druckgefälles nach Süden hin, wird zum Teil durch die 
Rechtsdrehung beim Fortschreiten von der nürdlich vom Aequator 
gelegenen Kalmenzone zum Aequator kompensiert; um so mehr 
je nôrdlicher der Kalmengürtel lag; in der südlichen Passatzeit 
(Mai—Oktober) also mehr als in der südlichen Regenzeit (No- 
vember—März). Nimmt man 8,5° N. und 4° N. als Breiten, in 
denen in der südlichen Passat- bezw. Regenzeit die oberen Luft- 
massen nach Süden abbiegen, so erhalten wir im ersten Falle 


einen Geschwindigkeitszuwachs von 9 mi Ostwind im zweiïten nur 


2 _ Ostwind am Aequator infolge der oben erwähnten Rechts- 


drehung. Die oberen Luftstrômungen werden in der Passatzeit 
also mit einer erheblich grôBeren ôstlichen Geschwindigkeitskom- 
ponente den Aequator passieren, als in der Regenzeit; sie werden 
daher in Samoa in der Passatzeit mit einer geringeren Links- 
drehung ankommen, als in der Regenzeit. Die Zugrichtung der 
in dieser Schicht fliegenden Cirren wird somit in der Regenzeit 
mehr westlich sein (Tabelle W 8 N), als in der Passatzeit (Tabelle 
W 37 N), trotzdem der Wärmeaequator und damit die Kalmen- 
zone in der Regenzeit Samoa näher liegt, und man zunächst das 
Umgekehrte erwarten sollte. Der Grund ist eben darin zu finden, 
daf die Kalmenzone in der Regenzeit näher, in der Passatzeit 
weiter fort vom Aequator liegt, in beiden Fällen aber nôrdlich 
von ihm. Hiermit stimmt, daf am Aequator schon Ci aus ENE 
(Bidlingmaier) beobachtet sind. 

Verstärkt wird dies vielleicht noch durch den Umstand, daf 
der Kalmengürtel sich in der Regenzeit nordwestlich von Samoa 
stark nach Süden hin verbreitert und an dieser Ausbuchtung im 
Februar 10°—15° Breiten-Grade über den Aequator nach Süden 
hinübergreift. Die dort aufsteigende Luft wird oben zum Teil 
auch nach Eu SE abfliefen und Samoa mit stark westlicher Kom- 
ponente erreichen. 

Voraussetzung hierbei ist, daf das Druckgefälle von den 
Kalmen zu dem subtropischen Barometer-Maxima im Verlauf des 
Jahres keine erhebliche Aenderungen erfährt. Dies ist nicht zu 
erwarten, da das System der Maxima und Kalmen sich zwar ver- 
lagert, selbst aber keine solche Veränderung erleidet, daf die 
durch das Druckgefälle erzeugte NS. resp. SN. Geschwindigkeït 
sich erheblich ändert, wenigstens nicht im Vergleich zu der EW- 
lichen Eigengeschwindigkeit der Luftmassen in oberen Schichten 
der Kalmen und den Ablenkungsgeschwindigkeiten. 
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Die untere Grenze der Schicht westlicher Winde in Samoa ist 
im Lauf des Jahres veränderlich. 

Zuweïilen nimmt die Schicht selbst in der Passatzeit so an 
Stärke zu, daf sie bis unten reicht, sodaB am Erdboden westliche 
Winde’ herrschen. DaB diese Westwinde durch eine Zunahme der 
oberen Stômung nach unten hin hervorgerufen wurden, wird aus 
folgendem wahrscheinlich. Oft wurden zunächst Cirren aus west- 
licher Richtung beobachtet, während unten Passat aus ôstlicher 
Richtung wehte. Dann trat ein Abflauen des Passates, dann Wind- 
stille, während mittlere Wolken schon aus westlicher Richtung 
flogen, dann westliche Winde unten. Das Ganze vollzog sich meist 
in 2—3 Tagen. 

Die Zunahme der westlichen Strômung in der Regenzeit wird 
noch begünstigt durch das Hochdruckgebiet über Asien und die 
australische Depression, und die weiït in den mittleren stillen Ozean 
hineinreichenden Monsumwinde Asiens. 


Resultat. 

Als Ergebnis dieser Arbeit läBt sich Folgendes aussprechen: 

I. Die Luftstrômung über dem Teil des stillen Ozeans, in dem 
Samoa gelegen ist, ändert mit der Hôhe ihre Richtung schrauben- 
fôrmig von E (unten) über N. nach W. (oben). Diese Drehung 
beträgt etwa 25°—30° für 1000 m und fast 180° bis zur Hôhe der 
Cirren, was für die äquatornahe Lage Samoa bedeutend ist. 

II. Die Richtung der untern, mittleren und oberen Luft- 
strômung ist einer jährlichen Periode unterworfen. Beim Ueber- 
gang von der Passat- zur Regenzeit erfolgt eine Drehung der 
Bewegung des Uhrzeigers entgegen unten von ESE.—ENE. oben 
von NW. nach W. hin; also von unten nach oben im gleichen 
Sinne. 

Der Grund dieser Drehung ist vielleicht darin zu suchen, daf 
von den stets nôrdlich vom Aequator gelegenen Kalmen die Luft 
nach Süden hin abflieft, und der Lage der Kalmen in der Passat- 
und Regenzeit entsprechend in der Passatzeit einen weiteren Weg 
zum Aequator zurücklegen muf als in der Regenzeit; infolgedessen 
in der Passatzeit auf den Weg zum Aequator durch Drehung der 
Erde eine starke E-Komponente erhält als zur Regenzeit und des- 
halb zur Passatzeit auch mit geringerer westlicher Drehung in 
Samoa anlangt als zur Regenzeit, d.h. also: obere Windrichtung 
zur Passatzeit in Samoa aus NW. zur Regenzeit aus W. 


Ueber asymmetrische und symmetrische Tensoren. 
Von 


Rudolf H. Weber (Rostock). 


Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung am 20. November 1909. 


In der Physik treten verschiedentlich Vektoren auf, die sich 
als lineare homogene Funktionen anderer Vektoren darstellen 
lassen und z.B. in einem orthogonalen Koordinatensystem die 
Komponenten besitzen 


B: = ki; Ath; 4y+h A, 
B, = ki Az 7 k, Ày <F LR À, 
B, = k,, À, É hs, Ay "3 kss À,. 


Ein solcher Vektor B ist z.B. die dielektrische Polarisation 
in kristallinischen Medien, wenn der Vektor A das elektrische 
Feld bedeutet; ferner die elektrische und die Wärme - Strômung 
in kristallinischen Medien; ferner der Abstand zweier Punkte nach 
einer infinitesimalen Deformation, wenn Y der Abstand vor der- 
selben ist. 

In vielen Fällen läft sich sofort der Beweis bringen, daf in 
jedem Koordinatensystem #,, — k;, sein mu, so z. B. bei der 
dielektrischen Polarisation. Dann sind die sechs Koeffizienten 
k; ky = kj; nach Voigt') die Komponenten eines Tensors. 

In anderen Fällen kann man von dem Vektor 8 einen geeig- 
neten Vektor 8 abspalten und die Differenz 8 — 9 läft sich aus 
dem Vektor A nach obiger Form mittels eines Systems &4,, 4, 
darstellen, in den #4, — k,, ist, also mittels eines Systems von 


1) W. Voigt, ,Die fundamentalen Eigenschaften der Krystalle“ Leipzig 1898 
p. 20 u.f. Ann. d. Phys. 5 1901 p. 241 u. à. a. O. 
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Tensorkomponenten. Dem Vektor 8 kommt in allen bekannten Füällen 
eine naturgemäfe physikalische Deutung zu; so stellt er bei der in- 
finitesimalen Deformation eine Drehung des Kôürperelementes, bei der 
Wärmestrômung in Kristallen eine rotatorische Strômung') dar. 

Nun ist es aber auch môglich, die neun Koeffizienten #,, k,, 
als ein einheitliches System, einen ,asymmetrischen Tensor“, zu 
deuten, und wenn auch die angeführte Abspaltungsmôglichkeit des 
Vektors 3 die Einführung dieses Begriffes entbehrlich macht, so 
ist es doch vielleicht von systematischem Interesse, eine solche 
einheitliche Deutung in ihren Konsequenzen zu verfolgen. Viel- 
leicht bewährt sich auch die Einführung des Begriffes ,asymme- 
trischer Tensor“ bis zu dem Moment einer Untersuchung, wo die 
Abspaltung des genannten Vektors gelungen und ein symmetrischer 
Tensor isoliert ist. Trotz des komplizierteren Begriffes ergeben 
sich übrigens für diesen asymmetrischen Tensor eine Anzahl sehr 
einfacher Relationen. 


Definition des asymmetrischen Tensors. 


Dem asymmetrischen Tensor sind an jedem Punkte eines 
Raumes drei windschiefe nicht komplanare Richtungen a, b, c 
eigentümlich, und jeder zugeordnet ein (im allgemeinen benannter) 
Zahlenwert o,, 0, 0. Der Tensor ,o“ ist demnach an jedem 
Punkte durch neun Daten eindeutig bestimmt. ©, o, e, sollen die 
Konstituenten, a, b, c die Hauptaxen des Tensors heifen. 

Ob und in welcher Weise der so difinierte Tensor auf ein 
beliebiges Koordinatensystem transformierbar, d.h. durch Daten 
wiederzugeben ist, die einem solchen Koordinatensystem eigentüm- 
lich sind, muB aus der Bedeutung folgen, die dem Tensor in der 
Physik zukommt. In zweïerlei Form tritt der Tensor in der 
Physik auf; in einer elementaren Operation, die das , Tensor- 
Vektor-Produkt“ heifen mag, und in einer Differentialoperation. 
Erstere soll die gesuchte Transformation lehren. 

$ 1. Das Tensor-Vektor-Produkt?). Es sei darunter 
ein Vektor 8 verstanden der aus einem anderen Vektor A und 
einem asymmetrischen Tensor 9 nach folgenden Gesetzen gebildet 
wird. 


1) G. Stokes. Cambr. a. Dubl. Math. Journ. (2) 6. 215. 1851. Nur die 
Existenzmôglichkeit dieser rotatorischen Komponenten steht fest. Ihr Vorkommen 
ist zweifclhaft. Vgl. W. Voigt, Gôtt. Nachr. 1903, p. 87. 

2) Eine detaillierte Beweisführung der folgenden Sätze über das Tensor- 
Vektor-Produkt findet sich in Weber u. Wellstein, Encyklopädie der Elementar- 
Mathematik III. 2. Aufl. 


Ueber asymmetrische und symmetrische Tensoren. 373 


Der Vektor X wird in eine geometrische Summe dreier anderer 
Vektoren X®; A°; A° deren Hauptrichtungen in die Axen a, b, c 
fallen, zerlegt. Es ist also X® nicht etwa die Komponente von 
Y% in der Richtung a, sondern ein neuer Vektor. Diese Zerlegung 
ist eindeutig. Es wird 


Y — D) Lol + A® + D) Ka 


und in geometrischer Darstellung A die Diagonale, A®, A°, A° die 
Kanten eines schiefen Parallelepipeds. 

Es werden weiter durch Multiplikation mit dem Konstituenten 
La Qw ©. die drei neuen, mit A, A°, A° kollinearen Vektoren 


Be — "EME Bo — o,A” ; BA — ol 0) (2 
gebildet, die wieder geometrisch addiert den Vektor 3 geben. So 
wird 
(1) B — eu? <E e,A° 3e eo A° 


ein im allgemeinen mit A nicht mehr kollinearer Vektor, der das 
Tensor-Vektor-Produkt von e und Y heifen soll und das Symbol 


(La) 8 — |ol} 


führen müge. 
Der Vektor 8 ist eine lineare homogene Funktion des Vek- 
tors A Es folgt nämlich aus seiner Definition 


tou +) = jou} +{lou}; jonl} = niol) 


Spezialfälle. 
a) Wenn @, = ©, = 0, = ©, wird, wird 8 mit À kollinear 
und das Tensor-Vektor-Produkt geht in das gewühnliche Produkt 


Diop 


über. Die Richtungen a, b, c werden in diesem Falle irrelevant. 
Der Tensor nimmt die mathematischen Eigenschaften eines skalaren 
Faktors an. 

b) Wenn die Richtungen a, b, c auf einander senkrecht stehen, 
soll der Tensor als ,symmetrischer oder orthogonaler Tensor“ be- 
zeichnet werden. 


Hilfsformeln für die Transformation auf recht- 
winklige Koordinaten. 

Es seien «,, «,, «, die Richtungskosinus der a-Axe gegen drei 
orthogonale Richtungen x, y, z ÆEntsprechende Bedeutung sollen 
B,, Br Ba und ?,, Yan 7, bezüglich der b- und c-Axe haben. Es sei 
lie Determinante der Richtungskosinus 


374 Ù Rudolf H. Weber, 


[æ y 2 

CAR AR A a|a «4 

D = | 6, B, B, |, b|B, 8, B 
LA A Cl 9% 9 


und es seien &,, &, &, B, u.s.w. die Unterdeterminanten von D, 
jede selbst durch D dividiert, also z.B. 


&, Le Er L 


Für diese &, B, y, gelten die Relationen 
aa +an,+aa, —= 1 u.s.w. drei Gleichungen. 
aa, + BB, +97, — 1 i — 1,2,3 drei Gleichungen. 
ao, +B,B;+ 7,7, = O u.s.w. sechs Gleichungen. 
a B,+ap,+aB, — O0 u.s.w. sechs Gleichungen. 

Es ist D der Eckensinus der durch die Axen a, b, c gegebenen 
kôrperlichen Ecke, die auf einer Kugel ein spärisches Dreieck 
mit den Seiten (a,b) (b,c) (c,a) und den Winkeln ®#,, #,, #, heraus- 
schneiden môüge. Dann wird 
D? — 1— cos” (b,c) — cos” (c,a) — cos” (a,b) + 2 cos (b,c) cos (c,a) cos (a;c) 
sin (c, a) sin (a,b) sin ®, — sin (a,b) sin (b, c) sin 9, 


— sin (b,c) sin (c, a) sin #.. 
Weiter ergibt sich 


sin” (b,c) 
D? 
cos (b,c) cos (c, a) — cos (a,b) 
D? 


_ —3 | 2 
Ci + as + ds — 


u. s. w. drei Gleishungen 


u.s. w. drei 
Gleichungen. 


&, B; +2, Be + GB ER 


Aus obigen Gleichungen kann man folgern, daf &,, &,, «, die x, y, z- 
Komponenten eines vom Koordinatensystem unabhängigen Vektors 
8, sind, dessen Richtung à zu den Richtungen b,c senkrecht im 
Sinne der positiven Drehaxe von b gegen c steht und dessen 
Betrag 

x — “nG 


1 


ist. Analoges gilt für B, y. Die Richtungen à, b, & dieser drei 
Vektoren 8À,, &,, 8, bilden die Kanten der Gegenecke zu der Ecke 
a, b, c. 
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Es folgen noch die weiteren Sätze: Bildet man aus den neun 
Funktionen &,, B, y, wieder die Determinante D, so wird 
DD = 1, 


und wenn man aus den Unterdeterminanten dieser Determinante 
durch Division mit D die zu den &, B, 7, analogen Fanktionen 
& Bo #: bildet, so ergibt sich 


& = à;; B, — ,; 7 me Ve 
Schlieflich folgt, wenn a, b, c orthogonal werden, wird 


—_ 


nn À B, = Bi; Pi = Ye 
Transformation der Tensorkomponenten und 
Folgerungen. 


Mit Hilfe der Funktionen «, B,, y, nach den Gesetzen der 
Determinantentheorie und mittels der Gleichung (1) kann man die 
Komponenten des Vektors 8 in einem rechtwinkligen Koordinaten: 
system durch die des Vektors A ausdrücken. Es wird 

B, Qze À, + @ry À, + rs À3 
(2) B, a Oye As OA 1 
B, = Q À, + Qy AÀy+ 0x An 


worin bedeutet 


Qu — Quad + OP, Bi + 71 F: 
Ory — Qa Ci Es + O5 Bi Ba + 0e 1 Va 


(8) Qu = at ds + OP Bs + OcTi Pe 
Qy — Qa Xi + 05 Ba Bi * Qc V2Ÿ 
U. S. W. 


Das Bildungsgesetz der 0, ist hiernach klar. Es ist im allgemeinen 
0x + ox Wobhl aber ist dies bei orthogonalem Tensor der Fall. 


Da man e,4,; 0,4; 0,4 als die Komponenten eines Vektors 
R, vom Betrage R, — @, und der Richtung a ansehen kann, ana- 
log 06,8, als die Komponenten eines Vektors R, u.s.w., es folgt 
(pg. 374), daB man die Komponenten @.. darstellen kann als 
(> = EE RE TE RL, 
(4) Qry — E,, 4 + E,, 1, he Es Ky 
u. 8. W. 


und daraus ergibt sich weiter 
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B —= (RD R, + (RAR, + (RAR. 

Das führt auf das ,dyadische Polynom“ von Gibbs), und 
auf das ,unbestimmte Produkt“. 

Wählt man drei nach Richtang und Betrag willkürliche nicht 
komplanare Vektoren $,, $,, $., so kann man immer drei andere 
Vektoren B,, 8, $, so bestimmen, daB die neun Gleichungen be- 
friedigt sind 

hK,+ E,.K, +R; = P°oH,+ LA» 
BK, + Ro Ki + Box Koy = P,,H,,+ 
ü. $. W. 


Sind diese Gleichungen befriedigt, so wird 


B = (SG, WP, + (8, D PF, + (5,20) P.. 


Ebenso hätte man auch die Vektoren $ willkürlich wählen, 
die Vektoren $ den neun Gleichungen entsprechend bestimmen 
kônnen. Es folgt daraus der 

Satz: Man kann die neun Tensorkomponenten in der Form 
der Gleichungen (4) durch zwei Systeme von je drei Vektoren 
darstellen. Ein System dieser beiden ist dabei willkürlich wähl- 
bar, das andere davon abhängig. 


Setzt man in (2) 
BD, — Q: A, + (0 + Oyx) Ày + (Oz + O2) À 
+ 3 (@y TE 0,x) A, x $ (Ce = 0) À, 


und analog die zwei anderen Gleichungen, so kann man nach (4) 
schreiben 


(@>y Se Qyx) 4; = 2 K,, 243 s E;, a 2 By A, à Ke 
und 
4 (0 E. Qyx) Ày + & (2 rs Qx) À, = 2 (R® %) R a > (R, 2) K, ix) 


worin (8); (R,Ÿ) skalare Produkte bedeuten; und das wird, wenn 
man das vektorielle Produkt zweier Vektoren durch eckige Klam- 
mern andeutet, die x-Komponente des Vektors 


8 — [AIRE], 


der vom Koordinatensystem unabhängig ist. Setzt man nun 
où = #&(ox+ox), worin auch à — h sein darf, so werden die 


1) Gibbs-Wilson, Vector-Analysis. London 1901. Kap. 5. 
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Funktionen @;, ox die Komponenten eines symmetrischen Tensors 
e', und 
8 — |o'A} —5. 
Satz: Es läft sich also von dem allgemeinen Tensor-Vektor- 
produkt immer ein dem Vektor Y und dem Tensor @ eigentüim- 


licher Vektor 3 abspalten, so daB der Rest das Tensor-Vektor- 
produkt eines symmetrischen Tensors ist (vgl. Einleitung). 


Sätze über die Komponenten o,. 


Die Funktionen @,, sind wesentlich unterschieden von den 
Funktionen @,,. Die ersteren kônnten als Axenkomponenten, oder, 
wie bei dem Voigtschen Tensor, als Komponenten erster Art, die 
letzteren als Axenwinkelkomponenten oder Komponenten zweiter 
Art bezeichnet werden. Durch die neun Komponenten ist der 
Tensor ebenso eindeutig gegeben, wie durch die Hauptkomponenten 
und die Hauptaxen. 

1. Auf ein anderes Koordinatensystem 2’, y', 2! transformieren 
sich die Komponenten nach den Formeln 


OA À, (zx 1, & Qzy À, “ Qxe À) + À, (0yz À L Quy À, 15 Qyz ;) 
(6) + 2, (0. À, + (7 À, + 0% Às) 
Ory —= À, (OU, SE Qzy Us 7H Que) ga l (CA +Oyyls h Qylts) 
+ A (Qui + Oryle + Obs) 
U. S. W. 


Hierin sind 4,, u,, v, die Richtungskosinus entsprechend dem 


Schema [æ y 2 
L 228 RE 2 le 
y' M Us Us 


! 
2 LPCP, V3 


2. Der Vektor A kann umgekehrt aus dem Vektor 8 als ein 
Tensor-Vektor-Produkt 


AJ = nb. +A D, Ets D, 
u. 8. W. 


berechnet werden, und es wird 
à Rime sein 
Hz — @ detigoe ie V1Ÿa 


M Le de Lun 
Hry — CAS APT 0 Ÿ1 Ja 


U, 8. W. 
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Es ist also x ein Tensor der gleichen Hauptaxen, wie op und 
der reziproken Konstituenten. Das rechtfertigt die Definition 
einer Tensordivision des Symbols: 


wenn 8 — jo}, ist A — sl. 


8. Liegen neun Werte &, vor, so beschaffen, daB ein vom Ko- 
ordinatensystem unabhängiger Vektor 8 aus einem eben solchen 
A nach den Gleichungen 

B, — Eur À + 615 Ày + Es À, 
(6) B, = 6,4,+6,4,+6,4, 
B, = Es1 À, LE E3a 2 27 ss 4, 


hervorgeht, und sind die s&,, hierin von den Vektoren, aber nicht 
vom Koordinatensystem unabhängig, so sind sie die Komponenten 
eines asymmetrischen Tensors. 

Dieses Gleichungensystem enthält nach den Voraussetzungen, 
die über die Vektoren Y, 8 gemacht sind, die Vorschrift über die 
Transformierbarkeit der s, und zwar fordert sie die Transforma- 
tionsformeln (5) für diese 64. Daraus folgt, daf man mit Hilfe 
eines Gleichungensystems der Form (3) pg. 375 drei Richtungen 
a, b, c und drei Werte &,, &,, &, berechnen kann, die als Haupt- 
richtungen und Konstituenten eines Tensors gelten kônnen, der 
vom Koordinatensystem unabhängig ist. 

Zusatz: Ist 6, — «,, in den vorgegebenen Gleichungen (6), so 
ist noch nicht unbedingt der Tensor ein symmetrischer. Erst 
wenn das in mehr als einem Koordinatensystem der Fall ist, gilt 
dieser Schluf. 

4. Aus den Tensorkomponenten 0, lassen sich drei Invarianten 
bilden: 


Erste Invariante: @x +0, +0: — @a + @ +0. 
Zweite Invariante: o,, + Eu + ou +2 (ue + Que Org À Cex Oz) 
—S a + 0; + (Os 

Oz Ozy Qu | 

Oyz Oyy Que 

Qez Qry Qz 
5. Für symmetrische Tensoren folgt aus &, = «à, u.s.w., daf 

in jedem Koordinatensystem @, — 0, wird. 


6. Wird pe, = e., so folgt aus den Gleichungen (3) 
One = (Qa — Qe) M + 


Qzy — (Qu — @)&, d 
U. S. W. 


Dritte Invariante: — Qu 0» 


Ueber asymmetrische und symmetrische Tensoren. 379 


Die Komponenten @, werden somit nur noch von den Rich- 
tungsfunktionen a,, &, abhängig. Es ist aber (vgl. pg. 374) 


d, = X, # AU), cou (ä, x) 


oder 
cos (à, x) . + en. CO8 (4, x) 


A sin(a,b)sm#,  sin(a,c)sin®, 


Der erste dieser Ausdrücke lehrt, das &, von der Richtung der 
c-Axe in der b, c-Ebene unabhängig ist, der zweite lehrt das gleiche 
von der b-Axe. So folgt: 

Wenn e, — 0. sind die Richtungen der b- und c-Axe inner- 
halb ihrer Ebene beliebig verlegbar. Diese zwei Richtungen werden 
für den Tensor irrelevant. 

7. Wird 9, = 0, — 0, — @, so folgt hieraus, oder direkt aus 
den Gleichungen (3) pg. 375, da alle drei Axen irrelevant werden. 
Der Tensor erhält kugelige Symmetrie, wie ein skalarer Faktor. 
Es wird 


Que = Oyy = Qu = Loi Ow — 0. 


Ein physisches Bild eines asymmetrischen Tensors gibt folgen- 
des Modell (Fig. 1). Zwischen zwei Brettern H, K, in der Figur 


Figur 1. 


senkrecht zur Zeichenebene gedacht, sei eine Anzahl Gummifäden 
ausgespannt, aber so, daB ihre Richtung nicht senkrecht zu den 
Brettebenen steht. Zieht man die Bretter in der Fadenrichtung 
auseinander, so entspricht die Dehnung einem asymmetrischen 
Tensor mit den Konstituenten e,, @, = 1, 0. = 1, und den Haupt- 
richtungen a parallel der Fadenrichtung, b,c beliebig in der Ebene 
der Bretter. 

Läft man gleichzeitig die Fäden nach zwei Richtungen b, c der 
Brettebenen auseinanderrücken, so erhält man ein allgemeineres 
Bild des asymmetrischen Tensors. 

Die Dehnung in der a-Richtung ist keine gleichfôrmige Dehnung 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1909. Heft 4. 25 
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im gebräuchlichen Sinn, also nicht durch einen symmetrischen 
Tensor darstellbar. Man kann sie als schiefwinklige gleichfôrmige 
Dehnung bezeichnen. Sie kann jedoch durch gleichfôrmige Deh- 
nungen und Drehungen ersetzt werden. 


$ 2. Differentialoperation an Tensoren. 


Es sind 


_ Jour | Guy + VO 

AE à x 0y Li” 

__ VOy y VOyy + Ou 
() HE do trot de 


_ Qu , JO | 00% 
Je vaspeeamious he 
die Komponenten eines vom Koordinatensystem unabhängigen Vek- 
tors J. Der Beweis hierfür folgt am einfachsten aus der Form (4) 
der Tensorkomponenten, aus denen z.B. folgt 
J, = ZX, div 8, + Z(R,:grad R.), 
worin die Summierungen über die drei Vektorenpaare R,®,; R,R,; 
RAR, zu erstrecken sind und grad R,, der Gradient der als Skalar 
gedachten Funktion À, bedeutet. Hierin ist die erste Summe 
jedenfalls die x-Komponente eines vom Koordinatensystem unab- 
hängigen Vektors. Daf dies auch bei dem skalaren Produkt 
(A, grad Z,,), und damit bei der zweiten Summe der Fall ist, folgt 
durch eine Koordinatentransformation. Setzt man zunächst als 
Abkürzung 


L,, = (f,gradR,); L;, = (8, grad L,,); L,, = (8, grad R,,), 
so wird in einem gegen das System x, y, z gedrehten Koordinaten- 
system 2', y', 2! 

L,; = (8, grad R,,); L,, — (R, grad 2,,); L,; — (8, grad R,,) 
worin, wenn zwischen den zwei Systemen x, y, z und 4’, y, 2’ die 
auf pg. 7 im Schema dargestellten Relationen gelten, 

LR, = R,4+R,.4+R,.4 
u.s.w. ist. Führt man daB ein, so wird in der Tat 
L,, = Li, +L,;4,+L,a, 
u.s. w. woraus direkt folgt, daB L,, die z-Komponente eines vom 


Koordinatensystems unabhängigen Vektors ist. 
Der Vektor J ist die zweite Form, in der der Tensor in der 


12 
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Physik Verwendung findet. Er müge der ,Gradient des Tensors 
o“t) heïfen und mit 
J = gradg 


bezeichnet werden. Der Name ist dadurch gerechtfertigt, da8 J 
in den gewôhnlichen Gradienten einer skalaren Funktion über- 
geht, wenn @ zum Skalar wird, also wenn 0, — 9, = 0, — @, und 
damit Oz — Oyy — @x — Qoi Où — O wird. 


Hilfsformeln für die Transformation auf krumm- 
linige Koordinaten. 


Es seien «, v,w krummlinige Koordinaten. Ihre [x y 2 
Richtungskosinus gegen die kartesischen Koordinaten |} 3 3 
x, y, 2 seien À,,— cos(u,x), À, = cos(u,y), u, = cos (v,x) À L us ;. 
u.s. w., entsprechend nebenstehendem Schema. Dann ,, . " . 
sind die Linienelemente parallel den drei Koordinaten- PA 
richtungen w,v,w (vgl. z. B. Riemann-Weber I, p. 95) 

e,du = À,dx +1,dy+1,dz 
(2) edo = u,dx +u,dy+u,dz 
du = v,dx + v,dy + v,de, 
woraus durch Auflôsen folgt 
dx = 1,du + m, dv + n,dw 
(2a) dy = l,du+m,dv + n,dw 
dz = l,du+m,dv+n,dw. 
Das Quadrat eines beliebigen Linienelementes wird 
da + dy" + dr — ejdu° + ei dv? + e;, duw* 
+2f, dudw +2f,duwdu + 2f,dudr, 


soda 
(3) = Din = Mai. Mu > Li 
lu ET Dnn; Le — Dnil; fé Es Dm, 
ox Ox ÿ 
Da auferdem = ds 55 — 7h US. W 80 folgt weiter 
4 Ôl, __ Om, Om, _ Ôôn,, On ôl,. 
(4) don ou dou 110 00 ? [Où Ow 


1) Vektoren dieser Form hat man sonst als ,Divergenz“ in vektoriellem 
Sinne bezeichnet. Es ist aber zweckmäfig, den Namen Divergenz den bekannten 
skalaren Funktionen von Vektoren vorzubehalten. 

207 


25 
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Aus den Gleichungen (3) erhält man dann, unter Berücksichtigung 
von (4) 


de. de, k 

: = ë Li Cu Ôv ? Eh ên re 7, we Cu EE 

Ôm, (6 CEE: de, . 

(6) > cr pus LE RUE FA Dm, NT 
de, de, 

__ Du vu ? Nu = En ne, Le. 


Ferner folgt 


Ôfu Of, 
4 PAS De EU “an : _. 
= 
+2, à : 
+254 cree 


oder unter Berücksichtigung von (4) Æ ee der folgenden Glei- 
chungen 


Re MU eee ôn, ôm, 

ER CET es i RP 

fu of, fo _- Ôl, De Ôn 

(6) ns ou Ôv LE ow Wow. 2 2Zèm, ea 
of... d, ôm, ôl, 

ER NT Ne Enr 22m. ‘ dv 


Sind die Koordinaten u, v, w orthogonal, so wird f, = f, = f,, = 0; 
der Vergleich der beiden Gleichungensysteme (2) (2a) lehrt, daB 


=, ei Mimi ei one vi 


und deshalb z. B. 


Ô () 
ES = ee, D'À Le ee _  DAu, 


worin das letzte Glied verschwindet. Auferdem wird ZA . == 


—- Et und die Gleichungen (5), (6) gehen über in 


01, dei ONE 01, de, 

De en 2bame eo 2e SV 
du, de, 01, . Ou, ôe, 

Ga) Due = En = sn et OU ou let 
0À, On De Ou, ôv, _ ôe, 
Evo — 2hGo — aoû 2" où — 2 M Gp — eèv 
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OL, 114 du 
2 ou 7 24 0 0 
0, Ov, 
(6a) Zu, dw ne Zu du = 0 


Ôu, 
2% du 2" dœw 0 


Die Formeln (6a) enthalten in ihren einzelnen Summanden alle 
drei krammlinigen Richtungen u, v,w. So ist z. B. in 4,0u,/0w der 
Richtungskosinus 1, der ersten Richtung w multipliziert mit dem 
Differentialquotient des Richtungskosinus w, der zweïten Richtung 
v, differentiert nach der dritten Richtung w. In den Formeln (6a) 
sind in diesem Sinne nur je zwei der Richtungen w, v, w vertreten. 

Zusatz 1. Die Ausdrücke (5a) stehen in einfacher Beziehung 
zu den Krümmungen der Koordinatenlinien und -flächen. Bedeutet 
z. B. R,, den Krümmungsradius der u-Kurve in der Tangialebene 
an die w, v-Fläche (w — const.), positiv gerechnet, wenn der Krüm- 
mungsmittelpunkt in der Richtung der abnehmenden v liegt, co 
wird 


— : = D SW. 


Fig. 2. 


was die Figur 2 leicht erkennen läft, in der 0,, @, statt e,, e, steht. 
Nach dem Dupinschen Satze sind damit z.B. R,,; R,, die Haupt- 
krümmungsradien der Fläche w — const. 

Zusatz 2. Die Berechnung einer Transformation wird manch- 
mal dadurch vereinfacht, da8 man am betrachteten Orte die x, y, z- 
Richtungen mit den w,v,w-Richtungen zusammenfallen läfit, sodaf 
z. B. die x-Richtung die Tagente an die u-Kurve wird. Dann 
wird 

À, ii, L; do p, = 0 u.s.w. 


04, Ou, ‘y, Ja OB 
— por — 0: D 01 0 u.s. w. 
ôp ai 


ôp co | TT 
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und die Formeln (5a), (6a) vereinfachen sich, so daB z. B. die ersten 
von ihnen lauten 


Ou Le 002, u0e EU seu t-02: oc 
122) due “ôuù — e00  ôu — ou or ds 
Ov, _ On 
(Gb) nt = Fes 0 u.s. w. 


Die w-Komponente des Vektors grad 0. 
Nach den Gresetzen der Vektortransformation wird (pg. 380 (1)) 


. Tee ” 2 u., 


rs 


LS | _ 
so à, + À. 


Wird hierin 
0 Ô ou Ô ôov 0 ow 


0x Ou 0x | Ov ox | Ow 0x 


u.s. w. gesetzt, wo Ou/ox = 4,Je, ist, so folgt 


_ rs M, Qu WA, OO Vih 
die du € dv e, DET J ww €, 
(0 2,1, y u, À, 00:y Val 
“] Ou e, ë CUT A ni Ow e, 
00, AA = 00, LA 0 00, VA, 
+ Ôu e, LE | e, ee e, 
Que Ada + OOye Mila à OOye, Vi À 
Ou e, où. e, ow e, 
U. S. W. 
Setzt man 
doses Apt As ô1, À, 
Ôu Qu" du D ho 


u.s.w., und beachtet die Transformationsformeln $ 1,(5) pg:377, 
50 wird 
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Ô Ô Ô 
J, — Quu + Quv + Qu 


OUT e Ovione on 

01,1, Lu, Ov, Peu 01, v, 

en [ue + PE PS dw Font a 
du, , 0,7, 

Ne Pad e,Ov ii e, 0 

di 01, 1 OL de À, + Jus 02,v, 
Quz Se ed e, du | e,0v  e,Ow 
+ Vs Pan 

— en À Ch + e,0v  e,Ow 

04, À, 1 + Op | 01,1, + Obs Ars 

e, Ju eôn CM ET e,0v  e,Ow 


4 9,4, Ou, , Ov, ) 
3 ja e, Ov F e,0w 
Hierin sind die @, @.,--. nach den Formeln $1,5 durch pu, Qu :- 
zu ersetzen, was eine sehr koinplizierte Rechnung wird. Einfacher 
kommt man zum Ziel, und ohne Beschränkung der Allgemeingiltig- 
keit, wenn wir 4, v, w und x, y, z zur Deckung bringen nach dem 
Prinzip von Zusatz 2 pg. 383. Dann wird Qu — Qui Qry — Qu 
u.s. w. und 
ÎQuu | Ou +. Vu 
1 e ou ? ed0 | eo 


ôu, Ôw, 04, , dv, \ 01, Ôu, 
7 (CS + e,0 .)- ne à cul Fe 4 dut e,0v 


04, 04, MA ULE 
Ce e, Ou ar e,0v (re e JW 

04, 04, 04, 
7 Que e ou Gr e, Ov Que Ow 


und mittels der Formeln 5b, 6b 


pu 5 00s0 1 Tue 
ve eôu e,ov Le Ow 


+ (Ou — Qu) og sort Pn) ES — 

F0 T On) e e, _ + (Que + Eu) A _ 
de, de, 

+ Quv e e,0v + Quo e,e, 0W 


woraus nun alles verschwunden ist, was sich auf das Koordinaten- 


DU 
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system %, y, z bezog. Die zwei anderen Komponenten von J er- 
hält man hieraus durch zyklische Vertauschung. Die Gleichung 
(7) lehrt, daf, wie erforderlich, J, in die u-Komponente des Gra- 
dienten einer skalaren Funktion @, übergeht, wenn der Tensor @ 
in diesen Gradienten übergeht, wenn also op, —= 0» —= Qw — Q» 
Ou — Qu — 0 us. wW. werden. 

Eine andere Form für J, erhält man, wenn man die Glieder 


(eCAA À LAESS de, 
> Our > Qu 
een OU e,e, Ov een O0W 


Quu 


addiert und subtrahiert. Dann ergibt sich 


"E- 1 Ôe, En Ep * Quu ACAE Qu de, Ey Cp * Qu 
a ane ee 
de de, 
Ca (ou où reed On ee de en) 
é (ES de, )- de, de, 
Qu e,e, Ov Que e,e, Ov, Que ee ÔW Qu ee, OW 
und weiter 
nn ln FOR on MINOR One POSE, Quu 
ue et e, du + e,Ôv e,0w ) 
de, 0e, de, 
(h) E pee e,Ou RO où een OU Qu ou 
+ (@uu — ET ee v ee, . 1e (O2 Che ee, nt 


Ist der Tensor @ ein orthogonaler, so verschwinden die zwei letzten 
Glieder. Dann nimmt J, die Form an, die z.B. E. Beltrami!) 
angibt. 


8 8 Die ,Deformation“ eines Vektors. 


Ist ein Vektor A mit dem Komponenten À4,, 4,, À, im Raume 
gegeben, so sind die neun Differentialquotienten 


04. nFOA 21004, 
Oz Es 0x ) Oxy Ar dy ’ Oz ro Ôz 
(1) # 
Qy —= T3 ; 0.8. W. 


die Komponenten eines vom Koordinatensystem unabhängigen 


1) E. Beltrami, Ann. di Mat. (2) 10 p. 188. 1881 (vgl. dort GI. (4)). 
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Tensors, der den Namen ,Deformation“ von À und die symbolische 
Bezeichnung 


(1a) e — def. % 


führen môge. Er steht in einer gewissen Beziehung zu der Diver- 
genz des Vektors Y, indem diese seine erste Invariante wird. Es 
wird 

Que + Cyy + On —= div. À. 


Räumliche Divergenz und Deformation stehen damit in ähnlicher 
Beziehung wie räumliche und lineare Ausdehnung. 

DaB die genannten Differentialquotienten die Komponenten 
eines Tensors unserer Definition sind, folgt aus ihren Trans- 
formationsgleichungen. Führt man die Transformation auf drei 
schiefwinklige, nicht komplanare Axen aus, so ergibt sich daraus 
zugleich ein Mittel, die Tensoraxen und die Hauptkomponenten 
zu bestimmen. 

Sind a, b, c die schiefwinkligen Richtungen, «,, B,, y, ihre Rich- 
tungskosinus in der früher (pg. 374) benutzten Reïhenfolge, und sind 
wieder X®; A°; A drei Vektoren der Richtungen a, b, c, die sich 
vektoradditionel zum Vektor À zusammensetzen und die Beträge 
A®; A%; A® besitzen, so folgt, wenn a, b, c als gradlinig voraus- 
gesetzt sind: 


84, js renier tie OA, (OA®_ GA 94 
E — # fi di 7.) ôy = A Gpals ee 7 }a 


mous, 


0A® en 0A°% “? 04% 0A% 6 0 A® LE 04% 
Ce nr ol d'ÉULEE TVR dc AL a CE nb or à LEFT dc »)8 
0A° 2 0A®© — 0A 0 4° re 0A° re 0A'° 
+ + ob B, + dc pa )r +4 te pe LES po dc DE 


U. S. W. 


Bestimmt man nun die Richtungen a, b, c so, daf die sechs Glei- 
chungen erfüllt sind 


oA® OA 
Gb eidar ? 
0A® 0A® 

(2) ER 
0 A 0 A 
0a *. Fer 0, 


so nehmen die Differentialquotienten 04,/0x, 04,/0y u.s. w. in der 
Tat die Form $ 1 (3) pg. 376 der Tensorkomponenten an. Der Tensor 
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hat die durch (2) bestimmten Axen a, b, c und die Hauptkompo- 
nenten 


(3) _ Ô A® mA: Ô A® ; me ô A© : 
CES NS SOLAR Ace? 


Die Form der Gleichungen (2), (3) zeigt, da8 Hauptrichtungen so- 
wohl, wie Hauptkomponenten vom Koordinatensystem unabhängig 
sind. 


Die Deformation eines Vektors in krummlinigen 
Koordinaten. 


Sollen die Tensorkomponenten (1) in krummlinigen orthogo- 
nalen Koordinaten dargestellt werden, so folgt zunächst nach den 
Gleichungen $ 1(5) pg. 377 


04, Ô0À, 0À, Le 04, 04, 04, 
Quu — À, (2 "dx 37 À, Ôy RE À, =) Qu — À, (a, x En 
0 À 04, 04, 04, 04, 04, 
JE Ôx * y $ Ôz ] +8 ee on ais 0y FH . 
04, 0A, 0A,\. 04, 04, 04,\. 
+2(2 2 Ôy 8 Oz ): +4, (e, Se ox ls 0y + Us dz *); 
Da e,4, — Ox/0u u.s.w., so vereinfacht sich das sofort zu 
0, 0 A 04, 
En Quu = À Th th Gn : 
ns 04, 04, HE 
Qu — he +1 2 Ov +1, dv ? 
: Fe 0AÀ, 04, 04, . 
0 Qu 1 Go 2 TR "AGie 


D Pi 04, 
u Qu — DA du Ua EM + Us Ou 


u. 8. W., 
worin nun wWeiter 
4 = A+ Au + Ar 
A, = Ai,+ 4,u,+ Av, 
À, = À4,1,+ A,u,+A,v, 


zu setzen ist. Dadurch wird 
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ôA, ê4 
Eu Quu —= Où 2 4+ dl + à. ZA, 
ee + À, DL ar x 
04, sure : : 
Hierin wird > 4, RE = 0 und im übrigen finden die Gleichungen 
$ 2 (5a), (6a) None Somit ergibt sich 
= 
Qu = +4 De, + 4e 
Ô Ô 
€ Quv + A one A ” D% Li se 


u.s.w., und schlieBlich 
SE 2 TR A, _0e 


= LE 
Cu eu | e, e,00 €, e,0w 
. Aa A0, 
Om Cor €, ou 
DAS NAS 0e 
@) Qu — Le eu 
DAS A EMOe. 
Qu — ET 


eu ee, e,0v 


Mood die di da 
RE à | 


Es folgt daraus z. B. 
Es JAylés Ve _ e, 1) 


Quu F Qu —= e, dv e, 
a LE (ee _ ñ ut) 1 
Qou Qu Fa ee, ou 


Bezeichnet man die Krümmungen der Koordinatenflächen 50, daf 
z. B. 


e, e,0v cé R,, 
wird, so kann man die Gleichungen (4) noch auf die Form bringen: 


1) Das sind die Ausdrücke, die C. W. Borchardt schon aufgestellt hat. 
(Crelles Journal 76 pg. 45. GI. (6) (8*) 1873.) 
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me = TE fab — die) + Hahn dun) 
Qu ee — (Ah + Aha] 

Ga) qu = Ts — Ah + chou 
Qu = LEE — hou t Aus] 
Ou = Ge Abus — Abou + Ah — Ah 
ne 


Die Axenkomponenten @, bilden sich nach einem anderen Ge- 
setze als die Axenwinkelkomponenten 63. 
Diese Formen (4a) lassen erkennen, daf 


(1. Invariante) Quu + Qu + Qu —= 
1 de e, AOC ALP FO AR 
TE Ou MEET 2 du | ie 
wird, wie gefordert, und daf 
1 de, À, ôe,AÀ, 
Quu — Quy —= ee, (ÊE MTS ) = rot,, À 
U. 8. W. 


wird. 

Bildet man von diesem speziellen Tensor (def. A) den Gre- 
dienten nach $ 2 so ergibt sich dessen x-Komponente 
0° À, m MAS 4: 
Ôx” dy* ” (072 
Die x-Komponente hat also die Form des zweiten Differential- 
parameters, und wird deswegen gewôhnlich kurz 

Grad, def A — JA, 


bezeichnet, worin Z den bekannten Operator aus der Vektorana- 
lysis bedeutet. Diese Bezeichnung ist natürlich nur in Kartesi- 
schen Koordinaten erlaubt. Man findet aber in bekannter Weise 


AA, —= grad, div X—rot, rot A, 
und man kann deswegen allgemein setzen 
grad def { = grad div A — rot rot A. 


Rostock, den 19. Mai 1909. 


grad, def A — 


Untersuchungen aus dem Universitätslaboratorium 
zu Gôttingen. 
XXII. 


Von 


0. Wallach. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 4. Dezember 1909. 


Bemerkungen zur , Terpinen-Frage“. 


Neuerdings sind verschiedene Abhandlungen erschienen, welche 
es so darstellen, als wenn die Frage nach der Natur des sogen. 
» Terpinens“ eine noch ganz besonders dunkle sei. Semmler‘) 
sagt sogar letzthin: ,sie ist von allen Terpen- Fragen die am 
wenigsten geklärte“. Diese Ansicht kann ich durchaus nicht teilen 
und da obiges Urteil von einem auf dem Gebiet bewanderten Fach- 
genossen mit solcher Bestimmtheit ausgesprochen ist, da die dem 
Gegenstand Fernerstehenden es als unbestreitbar hinnehmen kônnten, 
môüchte ich meine ganz entgegengesetzte Auffassung der Sachlage 
kurz begründen. 

Ohne die Darstellung, welche ich kürzlich inbezug auf die 
Geschichte des Terpinens und seiner Verbindungen gegeben habe ?) 
und auf die ich im Uebrigen verweisen darf, hier wiederholen zu 
wollen, begnüge ich mich, daran zu erinnern, daf ich 1885 den 
Namen Terpinen für ein Produkt eingeführt habe, das bei allen 
müglichen Abwandlungen (aus Pinen, Terpineol, Terpin, Cineol, 
Bihydrocarveol u.s.w.) sich gern neben Dipenten und Terpinolen 
bildet, sich aber von letztgenannten Kohlenwasserstoffen durch 
sein Unvermügen ein krystallisiertes Tetrabromid zu liefern unter- 


1) Ber. 42, 4174 (1909). 
2) Wallach, Terpene und Campher S. 467—481 [s. auch Annal. d. Chem. 


360, 142 (1906)]. 
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schied. Dieser anfangs negativen Charakteristik konnte aber schon 
1887 die positive hinzugefügt werden, daf eben dieses , Terpinen“- 
enthaltende Material mit salpetriger Säure ein hôchst charakte- 
ristisches bei 155° schmelzendes Nitrosit C10 Hie N2 Os lieferte. 
1 Mterhin fafte ich diesen Nitrosit-liefernden Kohlenwasserstoff 
als ein wahres Hydrocymol auf!) 

Als ich dann vor wenigen Jahren (1906) von neuem die Be- 
arbeitung der Terpinenfrage in Angriff nahm, führten die Unter- 
suchungen ?) auf der einen Seite zur Auffindung einer ganzen Reihe 
zum Terpinen in nächster Beziehung stehender, vortrefflich cha- 
rakterisierter Substanzen [Terpinenterpin — 1,4 Terpin; 1,4 Cineol; 
Terpinenole; Terpinenbihydrohalogenide], auf der anderen Seite zu 
der Ueberzeugung, daf die bis dahin untersuchten und — weil aus 
ihnen mehr oder weniger reichlich Terpinennitrosit abgeschieden 
werden konnte — früher als ,Terpinen“ bezeichneten Kohlen- 
wasserstoffanteile als Gemische zu betrachten seien, in denen 
sich (eventuell neben noch anderen Isomeren) stets 4'#- und 4'*- 
Bihydro-p-cymol (= Æ4'#- und Z-p-Menthadiën) vorfindet. 
Daf ausnahmslos alle bisher (auf Grund der Nitrosit-Reaktion) 
als ,Terpinen“ angesprochenen Präparate 4% Bihydrocymol 
enthalten, wurde nun — und das war ein entscheidender Fort- 
schritt, der erreicht wurde — vüllig einwandsfrei durch den 
Abbau zu der durch ganz besonders charakteristische Eigenschaften 
ausgezeichneten und daher auch in sehr kleiner Menge schon nach- 
weisbaren «x Bioxy-ax Methyl-Isopropyladipinsäure be- 
wiesen ). Da von allen in Betracht kommenden Kohlenwasser- 
stoffen nur A'#-Bihydro-p-cymol jene Säure liefern kann, war 
der eine nie fehlende Beéstandteil des Nitrosit-liefernden ,Ter- 
pinens“ “) mit absoluter Sicherheit festgelegt, ferner war eine 
Methode gewonnen, um bei vergleichenden Versuchen das relative 
Mengenverhältnis, in dem 4'#-Bihydrocymol in einem Gemisch 
enthalten ist, zu ermitteln und endlich war den Behauptungen der 
Boden entzogen, durch welche der Zusammenhang von 4'8-Bihy- 


1) Annal. 272, 469 (1892). 

2) Annal. 350, 141 (1906); 358, 197 (1907); 357, 64 (1907); 862, 261 (1908); 
362, 285 (1908); 368, 13 (1909); Ber. chem. Ges. 40, 575, 585, 596 (1907). 

Un eine Beurteilung der sich widerstreitenden Ansichten über das ,Terpinen“ 
zu erleichtern, will ich auch die hauptsächlichsten Arbeiten von Semmler über 
den Gegenstand hier an dieser Stelle zitieren: Ber. 34, 712ff. (1901); 39, 4426 
(1906); 40, 751, 2959, 2965 (1907); 41, 4474 (1908); 42, 522, 4171 (1909). S. 
ferner Semmler, Handbuch III, 420, 430 (1906). 

3) Annal. 362, 296. 

4) Annal. 862, 297, 299 (1908); 368, 13ff. (1909). 
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drocymol mit ,Terpinen“ bis in die jüngste Zeit bestritten oder 
wenigstens als sehr zweifelhaft hingestellt war. 

Gleichzeitig mit dem 4'#-Bihydrocymol hatte sich nun auch 
in allen bis dahin als ,Terpinen‘ angesprochenen Produkten 
eben noch ein zweiter Kohlenwasserstoff nachweïsen lassen. Mit 
anderen Worten: das ,,Terpinen‘ war, wie oben schon bemerkt, 
1908 als ein Gemisch erkannt. Das galt auch, wie ich besonders 
hervorgehoben habe, für das von mir s. Z. aus Terpinendihydro- 
chlorid durch Salzsäure-abspaltung gewonnene Präparat !)}, welches 
ich, in einem derzeit erklärlichen Irrtum, anfangs deshalb geglaubt 
hatte als ,,reines‘* Terpinen bezeichnen zu dürfen, weil ich daraus 
eine bis dahin nicht erreichte Ausbeute an ,,Terpinennitrosit‘ er- 
zielt hatte. Jener zweite, das J1#-Bihydrocymol gern begleitende, 
und daher im ,,Terpinen‘“ enthaltene Kohlenwasserstoff erwies 
sich nun als dadurch ausgezeichnet und (wie seitdem eine Reihe 
anderer Forscher bestätigt haben) ?) leicht auffindbar, daB er bei 
der Oxydation einen bei 237° schmelzenden Erythrit liefert *). 

Man hätte nun glauben kôünnen, daB dieser Erythrit von (müg- 
licherweise dem 41%-Bihydrocymol beigemengtem) Terpinolen 
abstamme, zumal da Semmler ) angibt, in einem aus Terpinen- 
dihydrochlorid dargestellten ,,Terpinen‘“ Terpinolen aufgefunden 
zu haben. Es gelang aber der Nachweïs, daB der Erythrit des 
Terpinolens ganz andere Eigenschaften hat °) als der aus , Ter- 
pinen“ gewinnbare, bei 237° schmelzende. 

Nach meiner Auffassung war dieser letztere Erythrit als Ab- 
kômmling des A1“-Bihydro-p-cymols aufzufassen. Diese 
Annahme stützte sich einerseits auf die Bildungsweise des Kohlen- 
wasserstoffs, andererseits auf die Beobachtung, daf der bei 237° 
schmelzende Erythrit durch Wasserabspaltung sich in ein aro- 


1) Annal. 862, 297, 301 (1908); 368, 10, 13 (1909), Wallach, Terpene 
und Campher S. 470. 

2) Auwers, Ber. 42, 2422 (1909). Gildemeister und W. Müller, 
Walbaum und W. Müller, Schimmels Ber. 1909, IT, 16, 38. 

8) Ich will bei dieser Gelegenheit noch darauf hinweisen, daB man zweckmäbig 
etwas verschiedene Arbeitsweisen anzuwenden haben wird, je nach dem es darauf 
ankommt nur 413- oder gleichzeitig 414-Bihydrocymol durch die Permanganat- 
Oxydation nachzuweisen. Das letztere ist etwas schwieriger, denn die Abscheidung 
des bei 237° schmelzenden Erythrits bedarf mehr des Einhaltens besonderer Ver- 
suchsbedingungen als das bei der Herausarbeitung der œæ'-Bioxy-Methylisopropyl- 
adipinsäure der Fall ist, für deren Gewinnung es genügt die Aufoxydation des 
vorliegenden Kohlenwasserstoffs in der allgemein üblichen Weise vorzunehmen. 

4) Ber. 42, 525 (1909). 

5) Annal. 362, 303 (1908); 368, 10 (1909). 
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matischesPhenol(Carvacrol oder Thymol) überführbar erwies !). 
Nachdem in einer kürzlich erschienenen Arbeit Gildemeister 
und Müller?) den exakten Beweis dafür erbracht haben, daf 
jenes Phenol in der Tat ein Gemenge von Carvacrol und Thy- 
mol vorstellt, und sie auBerdem es sehr wahrscheinlich gemacht 
haben, daB eine beim Abbau des bei 237° schmelzenden Erythrits 
entstehende Säure mit Isopropyltartronsäure identisch ist, 
darf man das Vorkommen von 4“-Bihydro-p-cymol neben 
4'3-Bihydrocymol im ,,Terpinen‘‘ wohl als eine gesicherte Tat- 
sache betrachten *). DaB für diese beiden Kohlenwasserstoffe sehr 
häafig dieselben Bildungsbedingungen vorhanden sein und daf sie 
auch ineinander werden übergehen kônnen, liegt auf der Hand und 
ist von mir wiederholt erôrtert worden ). 

Meine Untersuchungen von 1908 hatten aber nicht nur ent- 
schieden, da man ,,Terpinen“ als ein Gemenge von mindestens 
2 Kohlenwasserstoffen aufzufassen hat, für deren Vorhandensein 
gleichzeitig eine neue und sehr sichere Methode des Nach- 
weises gewonnen war, sondern es war auch sichergestellt, welcher 
der dieses Gemenge komponierenden Kohlenwasserstoffe für die 
Bildung von Terpinennitrosit maBgebend ist”). 

Der erste Beweis dafür, daB Terpinennitrosit sich vom 4'#- 
Bihydrocymol ableitet, ist von Amenomiÿa in Harries Labo- 
ratorium angebahnt und von mir durch eine sehr glatt verlaufende 
Ueberführung des Terpinennitrosits in Carvenon (— 4°-Menthenon 
(2) vervollständigt worden f). 

Nan wird neuerdings immer wieder die Behauptung aufgestellt, 
das bei 16° schmelzende Nitrosit kônne auch ein Derivat des 
4'4#-Bihydrocymols sein”). Eigentlich ist es nicht nôtig, durch keine 


1) Annal. 362, 302 (1908). 

2) Ber. Schimmels 1909, II, 16. 

3) Obgleich alles bisher untersuchte ,Terpinen“ sich als ein Gemenge er- 
wiesen hat, ist es natürlich nicht ausgeschlossen, da8 man in Zukunft vielleicht 
auch Naturprodukte antreffen wird, in denen sich nur 1,3- oder nur 1,4-Bihydro- 
cymol vorfindet. Man ist jetzt eben in der Lage das entscheiden zu kônnen. 

4) Wallach, Terpene und Campher S. 471—472; Annal. 362, 295—297, 
304 (1908). 

5) Bei früherer Gelegenheit wurde auch schon erürtert, da8 Terpinennitrosit 
sich allerdings auch aus verschiedenen Bihydrocymolen bilden kann, falls während 
der Reaktion Bindungsverschiebung zu dem Nitrosit bildenden Terpen erfolgt. 
Auch ist genügend oft hervorgehoben, daB Terpinennitrosit (im Gegensatz zu 
Phellandrennitrit) immer nur langsam entsteht. [Annal. 850, 172 (1906)]. 

6) Annal. 366, 220; Ber. 40, 579 (1907). 

7) Ber. chem. Ges. 41, 4476, 4478 (1908); Journ. f. pr. Chem. 79, 497 (1909). 
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neuen Versuche gestützte und ohne einleuchtende Begründung vorge- 
brachte, dabei aber dem experimentellen Tatbestand widersprechende 
Einwendungen zu berücksichtigen. Ich môüchte aber doch zu dem 
schon vorhandenen noch folgendes weitere Beweismaterial für die 
Zugehôrigkeit des Terpinennitrosits zum 41%-p-Bihydrocymol (&-Ter- 
pinen) beibringen. 

Bei allen bisher ausgeführten Versuchen fand ich nämlich, daf 
wenn ein ,, Terpinen“ reichlich Nitrosit liefert, man daraus bei der 
Oxydation auch reichlich die ««-Bioxy-«a’-Methylisopropyladipin- 
säure vom Schmelzpunkt 189° erhalten kann; liefert das ,, T'erpinen‘‘ 
aber schwierig oder kein Nitrosit, so bekommt man daraus bei der 
Oxydation viel von dem bei 237° schmelzenden Erythrit!). D. h. 
also: wo sich die reichliche Anwesenheit von J'#-Bihydrocymol 
nachweïsen läBt, bekommt man aus dem Material auch leicht Ter- 
pinennitrosit, anderenfalls nicht. 


Mit diesem Befund stehen nun in bester Uebereinstimmung 
auch die von anderen Forschern gemachten Beobachtungen. So 
erhielt Auwers?) aus seinem durch hohen Brechungsexponenten 
ausgezeichneten Präparat aus o-Kresol reichliche Mengen der bei 
189—190° schmelzenden Säure und Nitrosit, aber keinen bei 237° 
schmelzenden Erythrit. Umgekehrt erhielten Schimmels®) aus 
einem im Ajowanëül enthaltenen , Terpinen‘“ zwar Terpinenbihydro- 
chlorid und bei der Oxydation den bei 237° schmelzenden Erythrit, 
aber keïin Nitrosit und keine Säure vom Schmelzpunkt 189°. 
Semmlers an A'#-Bihydrocymol reiches ,Carvenen‘“ liefert 
sowohl die bei 189° schmelzende Säure (s. unten) als auch Nitrosit. 
Das von Harries“) aus Carvenylamin gewonnene, jedenfalls an 
A'8-Bihydrocymol sehr reiche Präparat lieferte ihm in ,,sehr guter 
Ausbeute‘“ Nitrosit. 

. Aus allen bisher bekannten experimentellen Ermittelungen 
ist man daher genôtigt den SchluB zu ziehen, da8 das Terpinen- 
nitrosit dem d'#-Bihydrocymol zugehôrt und diese An- 
nahme wird nur verlassen werden dürfen, wenn ihre Richtigkeit 
durch Beïbringung überzeugenden Tatsachenmaterials wider- 
legt werden kann. 

Da nun das ursprünglich ,, Terpinen“ genannte Präparat kein 
einheitliches chemisches Individuum vorstellt, kônnte man den 


1) Annal. 368, 13 (1909). 
2) Ber. 42, 2411, 4427 (1909). 
3) Schimmels, Berichte 1909, II, S. 15—16. 
4) Ber. 41, 2527 (1908). 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math,-phys. Klasse. 1909. Heft 4. 29 
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Namen ,,Terpinen‘“ von jetzt ab ganz aus der chemischen Literatur 
streichen, oder ihn bloB auf 1'#-Bihydrocymol beschränken. Ich 
habe geglaubt vorläufig von einem solchen Vorschlag absehen und 
den nun einmal eingebürgerten Namen für die ganze Gruppe eng 
verwandter Kohlenwasserstoffe ‘ . 


tel CH: a 
| 
CT as 
à V 4 
C3 H7 Cs Hz Cs H7 


a-Terpinen B-Terpinen y?-Terpinen 


beibehalten zu sollen und habe in ähnlicher Weise ein «-, 
B-, y-Terpinen unterschieden, wie man «- und B-Pinen, «- und 
B-Phellandren (welche in ähnlichem Isomerieverhältnis zu ein- 
ander stehen) zu unterscheiden gewohnt ist'). Das schien nament- 
lich auf Grund der Ueberlegung zulässig, da die drei Kohlen- 
wasserstoffe (z. B. bei der Addition von Halogenwasserstoff- 
säuren) z. T. dieselben, nun einmal unter dem Namen der 
»Terpinenverbindungen“ eingeführten Derivate liefern und daf 
sie auch leicht ineinander überführbar sein müssen. Ueber die 
ZweckmäBigkeit dieser Nomenklatur kann man nichtsdestoweniger 
verschiedener Ansicht sein. Deshalb habe ich auch nicht versäumt, 
den empirischen Namen die rationellen zur Seite zu setzen, welche 
die Beziehungen der Kohlenwasserstoffe zum Cymol deutlich machen, 
also «-Terpinen — 4!#-Bihydrocymol, y-Terpinen — 4!*-Bihydro- 
cymol. Man kann selbstverständlich auch 41#-Menthadien (— «- 
Terpinen), 4104-Menthadien (— B-Terpinen), 4'-Menthadien (= 7- 
Terpinen) sagen, wenn man sich der sonst bei den Terpenkohlen- 
wasserstoffen gebräuchlichen und allgemein verständlichen Bezeich- 
nungen bedienen will Wenn Semmler für das 11#-Bihydrocymol 
(= a-Terpinen — 41#-Menthadien) jetzt nun noch den empirischen 
Namen Carvenen und für das 4°t-Bihydrocymol (y-Terpinen) 
den Namen Isocarvenen neu einführt?), so wird das schwerlich 
dazu beitragen, dem Fernerstehenden den Zusammenhang der Dinge 
durchsichtiger zu machen, für die Sache ist es aber ohne Belang. 
Indes mu nachdrücklich dagegen Verwahrung eingelegt werden, 
daf bei dem jetzigen Stand der Forschung der Name ,,Terpinen‘‘ noch 
schlechthin ohne Beisetzung eines Vorzeichens für einen 
1) Vgl. Annal. 350, 179 (1906); 356, 224 (1907); 362, 294 (1908). 
2) Ber. 42, 522 (1909), s. auch Auvwers, Ber. 42, 2488 (1909). 
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bestimmten Kohlenwasserstoff benutzt wird. Dadurch mu8 Unklar- 
heit entstehen und kann Verwirrung angerichtet werden. Im 
übrigen ist die Namengebung ja aber natürlich von hôchst neben- 
sächlicher Bedeutung. Die Hauptsache ist, daf die , Terpinen- 
frage“ in dem oben erürterten Sinn ihre Erledigung ge- 
funden hat. : 

Gelegentlich der Klärung der eigentlichen Terpinenfrage hat sich 
als eine ganz unzweifelhafte Tatsache nun auch die ergeben, daf keine 
der Hauptkomponenten des ,,Terpinens‘“‘, also weder das 413-, noch 
das Z1“-Bihydrocymol (Menthadien) bisher in einwandsfrei 
reinem Zustand zugänglich ist, und grade die Lôsung 
der Terpinenfrage hat die schwierige Aufgabe in den Vordergrund 
gestellt, Methoden auszuarbeiten, nach denen jene Kohlenwasser- 
stoffe in ganz einheitlichem Zustand gewinnbar sind, um deren 
physikalischeEïgenschaften genau festzulegen zu kônnen!), 
die aus dem Kohlenwasserstoffgemisch, Terpinen‘ natürlich nicht 
genügend sicher zu erschlieBen sind. 

Die Schwierigkeiten, welche sich da ergeben, betreffen ja aber 
keineswegs nur oder auch nur in besonderem Mae die Kohlen- 
wasserstoffe des , Terpinens“. So ist z. B. ganz reines Terpi- 
nolen oder ganz reines Phellandren herzustellen ein Problem, 
welches sich vielleicht als noch schwieriger herausstellen dürfte, 
als die Gewinnung von reinem Æ4'#-Bihydrocymol («-Terpinen). 
Und schlieflich gilt dasselbe für alle zweifach ungesättigten hy- 
drierten cyklischen Kohlenwasserstoffe, môgen sie den eigentlichen 
Terpenen zugehôren oder nicht. Es ist schon so oft hervorgehoben, 
daB solche Isomere fast immer gleichzeitig nebeneinander ent- 
stehen, und sich grade deshalb das Studium dieser Verbindungs- 
klasse so besonders schwierig gestaltet, daf es doch wirklich nicht 
nôtig ist, das in jedem Einzelfall immer zu wiederholen. 

Die zuverlässige Festlegung der physikalischen Konstanten 
von vielen Terpen- und verwandten Verbindungen wird bei der 
Schwierigkeit, welche die absolute Reindarstellang bietet und bei 
der groBen Veränderlichkeit vieler dieser Stoffe, die gegen Luft- 
sauerstoff oft so empfindlich sind und die sich manchmal sogar der 


1) Ganz unzulässig wäre es, für diese Zwecke gar nach alten Methoden, 
z. B. aus Terpineol oder Terpin, hergestelltes ,Terpinen“ heranzuziehen (vergl. 
Ber. chem. Ges. 42, 2425), denn alle auf diese Weise gewonnenen Präparate 
kônnen u. a., wie seit lange bekannt ist, etwas nicht zu entfernendes Cineol 
enthalten, dessen Gegenwart in Terpenkohlenwasserstoffen zwar gar nicht den 
Siedepunkt, sehr wenig die Brechung, aber stark die Dichte beeinfluft (vergl. 
z. B. Annal. 862, 189 (1908). 

20% 
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Reïnigung durch Destillation widersetzen, jedenfalls noch sehr 
viele Arbeit erfordern. 

Es ist daher gewiB nur auBerordentlich zu begrüBen, wenn 
recht viele Fachgenossen an der Lôsung der Aufgabe mitarbeiten 
wollten, die zweifach ungesättigten Bihydrocymole (und zwar u. a. 
nicht nur die im Terpinen, sondern z. B. auch die im Phellandren 
natürlich vorkommenden Modifikationen) synthetisch im Zustand 
vollkommener Reinheit zu gewinnen. Dann wird sich allmäblich 
herausstellen, ob dies Problem mit den uns jetzt zu Gebote ste- 
henden Hilfsmitteln überhaupt lôsbar ist. 

Dies Problem ist aber ein ganz anderes als das schon gelôste: 
was ,, Terpinen‘ vorstellt. Von diesem Gemenge ist nichts anderes 
zu erwarten, als daB es je nach dem Vorwiegen des einen oder 
anderen Bestandteils, ein etwas verschiedenes Brechungsvermôügen 
aufweisen wird. Wenn man die sehr wabrscheinlich richtige An- 
nahme macht, da der Brechungsexponent des chemisch reinen 
A'$-Bihydrocymols («-Terpinens) hôher liegt als der des reinen 
AV4-Bihydrocymols (y-Terpinens), steht auch schon fest, daB in 
einem Gemisch, wenn es auch ziemlich reichlich 218-Bihydrocymol 
enthält, dieser Gehalt im Brechungsexponenten. trotzdem nicht 
deutlich zum Ausdruck zu kommen braucht. Das gilt z. B. nach- 
gewiesenermaBen für das aus festem Terpinenbihydrochlorid mit 
Anilin gewonnenen ,,Terpinen‘ !). 

Auf der anderen Seite kann man, falls die gemachte Voraus- 
setzung zutrifft, jetzt vorhersagen, daf, wenn man ein sehr reines 
a-Terpinen herzustellen lernt, dies wohl eine hôhere Molekular- 
refraktion zeigen und bei der Oxydation eine bessere Ausbeute 
an a«x-Bioxy-«x'-Methylisopropyladipinsäure liefern wird als die 
früber zugänglichen Produkte. Ein Präparat von solchem grôBeren 
Gehalt an «-Terpinen ist wohl das jüngst von Auwers”°) nach 
seiner interessanten synthetischen Methode aus o-Kresol darge- 
stellte und, wie es scheint, auch das Präparat, welches man nach 
Semmlers Verfahren gewinnt, wenn man vom Carvenon ausgeht. 
Für das Semmler’sche ,,Carvenen‘‘ (= 4'#-Bihydrocymol = «-Ter- 
pinen) habe ich das, soweit das Verhalten bei der Oxydation in 
Betracht kommt, bereits vor einiger Zeit festgestellt, wie aus fol- 
gendem, Annalen 868, 18 (Juni 1909) entnommenen Zitat hervorgeht : 
»DaB das auf dem erôrterten Wege‘“ (nämlich aus Carvenon) ,,ent- 
stehende Monochlorid wirklich der Terpinenreihe angehôrt, ist 


1) Annal. 856, 224 (1907). 
2) Ber. 42, 2404 (1909). 


26 


Untersuchungen aus dem Universitätslaboratorium zu Güttingen. XXII 399 


dadurch erwiesen worden, daB bei dessen Oxydation mit Perman- 
ganat «-«'Bioxymethylisopropyladipinsäure, wenn auch nur in ge- 
ringer Menge, erhalten wurde. Der durch Reduktion des Chlorids 
in alkoholischer Lüsung mit Natrium gewinnbare Kohlenwasser- 
stoff lieferte in sehr reichlicher Menge dieselbe 
Säure“. 

Dieser letztere Befund ist denn jetzt auch von Semmler!) 
sehr ausführlich bestätigt worden. 

Worüber keine Uebereinstimmung herrscht ist nur, ob der 
Weg, welcher zu dem von Semmler dargestellten Präparat führt, 
so glatt und einfach verläuft, wie er angegeben hat. Bei der 
Darstellung des Monochlorids Cio His Cl, durch Umsetzung von 
Carvenon mit Chlorphosphor, haben nämlich weder Auwers ©) 
noch ich), so einheitliche Produkte erhalten, wie Semmler es 
beschreibt. Dem gegenüber hält Semmler “) jetzt die unbedingte 
Richtigkeit seines Befundes aufrecht. Da man in Semmdlers 
Entgegnung den allein mafigebenden Faktor vermifit, nämlich An- 
führung vollständiger Analysen des gesamten Umsetzungs- 
produktes, welches entsteht, wenn man genau nach Semmlers 
Angaben*) Carvenon mit Chlorphosphor in Ligroïnlôsung eine 
Stunde schüttelt und dann im Vakuum destilliert, so wird man 
doch vielleicht das endgültige Urteil über den mehr oder 
weniger glatten Verlauf jener Reaktion aussetzen dürfen, bis 
er unter Anwendung von ganz reinem und ganz trockenem Material 
noch von anderer Seite analytisch sorgfältig durchgeprüft ist. 

Nach dem vorstehend Auseinandergesetzten glaube ich schlieB- 
lich die Beantwortung der Frage auf sich beruhen lassen zu dürfen, 
warum nun eigentlich versucht wird (wie z.B. in dem eingangs 
angeführten Zitat) die bezüglich der Chemie des ,,Terpinens‘ in 
den letzten Jahren erreichten erheblichen Fortschritte $) in Abrede 
zu stellen. 


1) Ber. 42, 4173 (Oktober 1909). 

2) Ber. 42, 2424 (1909). 

3) Annal. 368, 18 (1909). 

4) Ber. 42, 4172 (1909). 

5) Ber. 41, 4477 (1908). 

6) Zu diesen darf man doch wohl auch, neben den erst schon aufgefübrten, 
die Synthese und genaue Charakterisierung des B-Terpinens (— 41(‘),8-Menthadien) 
rechnen (Annal. 362, 285, 1908). 
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UT. Berechnung von Weg und Geschwindigkeit 
der Vorläufer. Die Poissonsche Konstante im Erdinnern. 


Von 
Karl Zoeppritzt und Ludwig Geiger. 


Vorgelegt in der Sitzung am 20. November 1909 von E. Wiechert. 


$ 31. Vorwort. 


Diese Abhandlung bildet die Fortsetzung der Arbeiten über 
Erdbebenwellen von Wiechert und Zoeppritz'), die ebenfalls 
in diesen Nachrichten erschienen sind. Im ersten Teil hatte 
Wiechert die Theorie über die Ausbreitung der Erdbebenwellen 
entwickelt, im II. Teil gab Zoeppritz die empirisch gewonnene 
Laufzeitkurve für die ersten und zweiten Vorläufer bis zu 
13000 km Herddistanz an, und konstruierte daraus die Kurve für 
den Sinus des Einfallswinkels À, als Funktion der Herddistanz 2. 
In diesem III. Teil soll nach der von Wiechert im ersten Teil 
gegebenen Methode auf Grund der sini,-Kurve für alle Herd- 
distanzen bis 13000 km der Weg der I. und II. Vorläufer durch 
das Erdinnere berechnet werden. Daraus findet man dann die 
Geschwindigkeiten dieser Vorläufer für alle durchlaufenen Tiefen, 
und diese Werte gestatten schlieBlich, die GrôBe der Poissonschen 
Konstante in jeder Tiefe auszuwerten. Die Berechnung der Wege 
beider Vorläufer gibt sehr wichtige Aufschlüsse über die Struktur 
und die Substanz des Erdinnern, die dadurch umso glaubwürdiger 
erscheinen, als die nach den I. und II. Vorläufern, also auf zwei 
von einander ganz unabhängigen Wegen gewonnenen Resultate 
untereinander sehr nahe übereinstimmen. 


1) E. Wiechert und K. Zoeppritz: Über Erdbebenwellen. Gütt. Nacbr., 
math.-phys. K1, 1907. 
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Bevor wir die Rechnungen in extenso mitteilen, ist es ange- 
bracht, einige Worte über die Entstehungsgeschichte der vorlie- 
genden Arbeit zu sagen. 

Zuerst haben E. Wiechert und K.Zoeppritz nach Wiecherts 
graphischer Methode) den Weg der I. Vorläufer konstruiert. Sie 
fanden, daf die Geschwindigkeit bis zu 1600 km Tiefe stetig zu- 
nimmt, dann konstant bleibt. Physikalisch wurde dies so inter- 
pretiert, daB die Erde aus einem Kern von ‘/; und einem Stein- 
mantel von ‘/: Erdradius Dicke bestehe?) Sodann wurde die 
gleiche Aufgabe nach Wiecherts rechnerischer Methode®) für die 
ersten Vorläufer von Wiechert und Zoeppritz provisorisch 
durchgeführt*). Dieses Resultat unterscheidet sich nur unwesent- 
lich von dem ersten, indem jetzt für die Dicke des Steinmantels 
1500 statt 1600 km gefunden wurden. In der Folge wiederholte 
Zoeppritz sorgfältig die Berechnung der I. Vorläufer und er- 
hielt einen etwa 10 mal besseren AnschluB an die gegebene Lauf- 
zeitkurve. Gleichzeitig berechnete er ganz analog die II. Vor- 
läufer. Als Dicke des Steinmantels fand er im ersten Fall 1522, 
im zweiten Fall 1440 km. SchlieBlich bestimmte er die Geschwindig- 
keiten beider Vorläufer längs der Erdoberfläche und als Funktion 
der Tiefe. Durch Zoeppritzens Tod') wurde der Abschluf der 
Arbeit stark verzôgert. L. Geiger führte die ganzen Rechnungen 
zur Kontrolle nochmals doppelt durch und besorgte die Redaktion. 

Es zeigten sich nur hin und wieder kleine Ungenauigkeiten 
in der Interpolation, die im schlimmsten Fall 4°/o betragen. Als 
Dicke des Steinmantels fand Geiger aus den I. Vorläufern 1519, 
aus den II. 1438km, Werte, die sich also nur ganz unwesentlich 
von den Zoeppritzschen unterscheiden, und die an .den physi- 
kalischen Folgerungen gar nichts ändern. Geiger hat ferner die 
Krümmungsmittelpunkte und die Krümmungsradien der einzelnen 
Strahlstücke sowie die grôfte Tiefe, die die verschiedenen Strahlen 
erreichen und schlieflich die Poissonsche Konstante w als Fanktion 
der Tiefe berechnet. Im folgenden sollen die Geigerschen Werte 
mitgeteilt werden ‘). 


1) L c. I, $ 20. 

2) Der Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen vorgelegt am 8. 12. 1906. 

8) L. c. I, $$ 28 u. 24. 

4) Der Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen vorgelegt am 12. 1. 1907. 

5) Juli 1908. 

6) Die Laufzeitkurven und die Zahlenwerte ihrer Koordinaten wurden 8. Z. 
den wéchentlichen Erdbebenberichten des Gôttinger geophysikalischen Instituts 
beigelegt. 
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$ 31. Die Laufzeiten. 


Tafel I des II. Teils gibt die empirisch gewonnene Laufzeit- 
kurve der I. und II. Vorläufer, aus denen die Laufzeitkurven 
der Wechselwellen, sowie der 1, 2 und 3 mal reflektierten Vor- 
läufer berechnet und ebenfalls eiñgezeichnet sind. Die Tabelle 1 
gibt die Koordinaten der Zoeppritzschen Originalkurven, die Ta- 
belle 2 die Zeïitdifferenz zwischen den I. und II. Vorläufern nach 
Zoeppritz; Tabelle 3 gibt die Laufzeiten derjenigen 1 mal reflek- 
tierten I. und II. Vorläufer, die die Station nicht auf dem kür- 
zesten, sondern dem weitesten Wege erreichen. Diese Wellen 


1. Laufzeiten in Sekunden. 


I. Vorläufer II. Vorläufer 


Wechsel- 
Wellen 
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sind bisher noch nicht beobachtet worden, die Laufzeiten sind 
vielmehr aus Tabelle 1 berechnet. 


2. Zeitdifferenz S— P zwischen I. und II. Vorläufern. 


— P 4 S—P 
Sek. Megan. Ë ; ; Megan. Sek. 


4 S 
Megan. 

701 

721 

741 

759 

776 


8. Laufzeiten der auf der abgewandten Seite der Erde 
reflektierten Wellen. | 


DENEIENES 


Sek. Sek. | Sek. Sek. Sek. Sek. 


Sek. | 
I. Vorläufer 1858 1818 1776 1734 1688 1640 1590 
Il. Vorläufer | 3410 3336 | 3259 3176 | 3090 3000 | 2906 | 


$ 32. Einfallswinkel und Oberflächengeschwindigkeit. 


Bedeutet 0 die Raumgeschwindigkeit der Vorläufer in der 
Nähe der Erdoberfläche, $ die Geschwindigkeit, mit der sich die 
Wellen über die Erdoberfläche ausbreiten, und :, den Richtungs- 
winkel der Vorläufer an der Erdoberfläche, d. h. denjenigen Winkel, 
den die Vorläufer gegen das Lot bilden, so ist nach I Gleichung 288: 


(288) sini, — _… 


Die numerischen Werte 0 und L: wurden nach der in I, $ 18 an- 


8 
gegebenen Methode von Zoeppritz aus den Laufzeitkurven beider 
Vorläufer bestimmt und daraus sin ?, berechnet. 

Die Tabelle 4 enthält in der 1. Spalte die Herddistanzen 4 
in Megametern (1 Megameter — 1000 Kïilometer); in der 2. Spalte 
steht der Winkel w, = 9. — 2.9, den wir für die Be- 
rechnung des Weges der Vorläufer in $ 33 brauchen werden; 

; LS 5 
die 8. und 4. Spalte gibt & und $; der Wert $ für 4 = 0 ist 
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der Wert = durch Division der 3. Spalte durch = erhält man 
die Werte für sini, in der b. und daraus die Winkel , in der 
6. Spalte. Das analoge gilt für die II. Vorläufer. 


4. Oberflächengeschwindigkeit und Einfallswinkel. 


I. Vorläufer II. Vorläufer 


Oberflächen- 


Oberflächen- | 
indi geschwindigkeit 


geschwindigkeitl 


sin % 


$ 338. Erklärung der Symbole. 


Bevor wir an die allgemeine Strahlberechnung gehen, wollen 
wir kurz die von Wiechert benutzten Symbole an Hand der in 
I, $ 28 mitgeteilten Figur 12 rekapitulieren. 
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Figur 12 in Erdbebenwellen I, 1907. 


Alle Strahlen denken wir uns so gedreht, da ihr tiefster Punkt, 
der ,Scheitel“, also die Stelle, wo sie quer zum Erdradius ver- 
laufen, auf ein und denselben Erdradius, den , Anfangsradius“ MA, 
zu liegen kommt. Der Abstand des Scheitels von der Erdober- 
fläche heift Scheiteltiefe T. Der Winkel, den der Radiusvektor vom 
Erdmittelpunkt nach irgend einem Punkt eines Strahles mit dem 
Anfangsradius einschlieft, heift œ©. Der Winkel, den der Radius- 
vektor vom Erdmittelpunkt nach irgend einem Punkt eines Strahles 
mit dem Radiusvektor vom Erdmittelpunkt nach dem Krümmungs- 
mittelpunkt des betreffenden Strahlstückes einschlieft, heift 6. 
o ist der Krümmungsradius des Strahlstückes, P der Abstand des 
Krümmungsmittelpunktes des Strahlstückes vom Erdmittelpunkt. 
Die verschiedenen Erdschichten werden von aufen nach innen mit 
(1), (2), (3) . .., ihre Grenzflächen mit 0, 1, 2, ..., die Erdradien 
dieser Grenzflächen mit r.,, r,, r,, ... bezeichnet, wobei sich 0 
auf die Erdoberfläche selbst bezieht. e ist der Emergenzwinkel, 
à — 90°—e der Einfallswinkel der Strahlen. C = cotgi.cotg o 
heift das Kotangentenprodukt. Im allgemeinen erhält jedes 
Symbol einen untern Index 0, 1, 2, ... und einen oberen (1), 
(2), ...; der untere definiert die Grenzfläche, der obere die Erd- 
schicht, für die diese GrôüBe gilt. ,Grenzstrahlen“ heifien solche 
Strahlen, deren Scheitel eine Grenzfläche berübrt; die den Grenz- 
strahlen zugehôrigen Symbole sind durch einen vertikalen Strich 
ausgezeichnet; so ist z. B. C!° das Kotangentenprodukt der Grenz- 
fläche 1, insofern sie zur Schicht (1) gehôrt; dagegen ist CŸ” das 
Kotangentenprodukt der gleichen Grenzfläche 1, insofern sie zur 
Schicht (2) gehürt; @® ist der Krümmungsradius desjenigen Grenz- 
strahles, der die Dicke der Schicht (1) liefert. 
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8 34. Allgemeine Strahlberechnung und 
Grenzstrahlen. 


In I, $ 23 gibt Wiechert eine ausführliche Darstellung seiner 
Methode der Strahlberechnung, der wir uns im Folgenden genau 
anschliefen. . 

Schicht (1) Die Laufzeitkurve liegt vor, d. h. à, w, sind 
gegeben. Man sucht zunächst r,, d.h. die untere Grenze der 
Schicht (1) (vergl. Fig. 12). Diese Schicht ist dadurch definiert, 
daB sich die Kriümmung irgend eines Strahles in ïhr nicht ändert, 
daB also das Strahlstück in dieser Schicht (1) ein Kreïisbogen ist. 
Analytisch bedeutet dies, daf das Kotangentenprodukt aller 
Strahlen in der Schicht (1) nicht variieren darf. Man berechnet 
also für alle Strahlen beider Vorläufer cotgi,.cotgo,. Die Tabelle 5 
enthält in der 1. Spalte 7 in Megametern, in der zweiten cotg o,; 
in der dritten cotgi,; diese trigonometrischen Funktionen wurden 
den ,Tafeln für Maschinenrechnen“ von F. G. GauB entnommen, 
und zwar die Werte für cotgt, so, daf sie genau den in Tabelle 4 


5. Kotangentenprodukte der Schicht (1). 


À I Vorläufer IL. Vorläufer 
cotg SP ne RE 
Megam. | cot£g | cotg.Cotg © cotg | cotgi . cotgo 
(1 CO | 0 — 0 — 
0,5 25,452 0,1884 4,795 0,1884 4,795 
1 12,706 0,3779 4,802 0,3779 4,802 
1,5 8,449 0,5685 4,803 0,5685 4,803 
2 6,314 0,7604 4,801 0,7604 4,801 
2,5 5,027 0,9545 4,798 0,9545 4,798 
3 4,165 1,1524 4,780 1,1524 4,780 
8,5 8,546 1,3400 4,752 1,3539 4,801 
4 3,078 1,5276 4,702 1,5597 4,802 
<) 

4,5 2,711 1,7332 4,699 1,7711 4,801 
5 2,414 1,9457 4,697 1,9020 4,591 
5,5 2,169 2,1155 4,589 1,9169 4,158 
6 1,963 2,1235 4,168 1,9458 3,820 
6,5 1,786 2,1429 8,827 1,9697 3,518 
1,632 2,1742 3,548 2,0101 3,280 

7,5 1,497 2,2148 3,316 2,0533 3,074" 
1,376 2,2662 3,118 2,1060 2,898 
8,5 1,268 2,3275 2,951 2,1675 2,748 
9 1,171 2,3984 2,809 2,2373 2,620 
9,5 1,082 2,4813 2,685 2,8201 2,510 
10 1,000 2,5781 2,578 2,4122 2,412 
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vorgegebenen Werten für sini, entsprechen, denn die in Tabelle 4 
gegebenen Werte für à sind in den Minuten natürlich abgerundet, 
dürfen also nicht als Grundlage weiterer Rechnungen dienen. 

Es wurde bei den 

I. Vorläufern bis zu Z — 8,3 Megametern c = 4,800, 

IL. : RL 4 Se ; c® = 4,800 
angenommen. Die graphische Darstellung der Kotangentenpro- 
dukte (Fig. 1a) zeigt, da die Werte für J > 3,3 resp. 4,8 Mega- 


Berddistanz À in Megametern — 
0 1 2 3 


CTATIE 
ALT 


ERA 
NASA M TRE 
NET 


AN ele sl 
ÉEAR E 


% 5 6 
Herddistanz à in Megametern —> 


Figur la (oben): Kotangentenprodukte der Schicht (1). 
1b (unten): - ; (4). 
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meter anfangs sanft, dann sehr steil abfallen. Aus diesem 
Grunde bricht die Tabelle schon mit 7 = 10 ab. Es ist natürlich 
bis zu einem gewissen Grade dem persônlichen Gutdiünken iüber- 
lassen, wo man die Grenzen ziehen will, denn wie man sieht, 
setzt das Fallen der Werte ganz allmählich ein. Eine kleine Ver- 
schiebung dieser Grenzen ist aber belanglos, denn die durch diese 
Grenzen bestimmte Dicke der obersten Schicht ist eine reine 
RechengrôBe ohne jegliche physikalische Bedeutung. 
Jetzt erfolgt die Durchrechnung des Grenzstrahles jedes Vorläufers, 
um die Dicke der Schicht (1) zu finden (Tabelle 6).. Dazu dienen 
die Gleichungen 

sin o|(°.r, 


cosé|o.r, à 
cos (+1) 


Æ s ol + 
cos (10 + e [1 À 

r, = PJ —0|®. 

6. Grenzstrahl und Kotangentenprodukt für Grenzfäche 1. 


à L. II. 
Längenmafe in km Vorläufer | Vorläufer 

D LR lt Lo en OL 2 a men au cc oué 5 

: 3300 4800 


@) 


(I, 278) | ÿ 


sin 2 | 0,6178 0,4657 

210 3809’ 27045’ 

| 14051’ | 21036 

[D + o[® 530 0/ 49021/ 
sin © |” 0,2563 0,3681 
cos 1 | 0,7863 0,8849 

cos (| + & |) 0,6018 | 0,6514 


To 


6367 6367 
To 


cos GIP + © |) F 10580 9774 


sin ©|Q@,r 
OR 2 RU 3 
e| cos (6|@ + o|4) 2712 598 


o = — il È 
nulle pa 8319 649 
n = PO 00 5607 5051 
TO = r9— 7, 760 1316 
cs 4,800 | 4,800 
Ar 0,8806 0,7933 

To 
sinc|{o, _ 0,5440 | 0,3694 
0 


CO = 14 (09 — 1). sins[g, 8,067 | 2,404 


To 
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Dann sind wir auch sofort im Stande, C‘”, also das Kotangenten- 
produkt in der Grenzfläche 1 zu berechnen, insofern sie zur 
Schicht (1) gehürt (Tabelle 6). Dazu dient die Gleichung 


(I, 279) OC = 1+(0—1).sni[o. 2. 
0 
Tabelle 6 ergibt, daf die Schicht (1) bei den 
I. Vorläufern 760 km dick und C® — 3,067 ist, 
HE: k 1316080 Cu, &CŸ 524042: 
Jetzt kônnen wir ohne Weiteres alle Strahlen durch die Schicht 
(1) verfolgen (siehe Tabellen 7 und 8, oberster Abschnitt; der 
Gang der Rechnung schreitet von oben nach unten fort). Dazu 
dienen uns die Gleichungen 


rein 
(I, 281) sini, — smil® 
(I, 282) liefert 
cotg0® — CP .tgi,; cotg0® — C?.tgi,; 
schlieflich liefert (1, 280) 
o, = 0,— [8 — 00 
Als Resultate dieser Rechnung erhalten wir die Werte für sini, 
und für w,, also die Rechnungselemente in der Grenzfläche 1. 
Schicht (2) Die Rechnung für die Schicht (2) gestaltet 


sich jetzt ganz analog wie bei Schicht (1). Zuerst bilden wir die 
Kotangentenprodukte cotg à, . cotg wo, oder, was dasselbe ist, 
cotgo, . 

gi, 


4 
Megan. 


9. Kotangentenprodukte der Schicht (2). 
I. Vorläufer. IT. Vorläufer. 


cotgo,| tg |cotga.cotga, tga |cotgi.cotga, 


cotg o, 


mr és 


30,15 |23,53 (1,281) 
9,816 | 8,345 ; 
5,933 | 5,125 1,158 
47801 | 4,144 1,159 
3,487 | 3,284 1,062 
2,438 | 9,365 1,031 
1,851 | 1,821 1,016 
1,462 | 1,446 1,007 
1,182 | 1,174 1,007 
0,9663| 0,9570| 1,010 

| 0,7912| 0,7849| 1,008 
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7. Strahlberechnun 


sin % 1 ae 0, 9827 0,9354 | 0,8693 | 0,7960 


sin % 
tg do 
tg 
cotg Of) — 4,800 tg % 


CO 5,306 2,645 1,7587 1,8151 


co |25,47 |12,696 | 8,442 | 6,312 


cotg OÙ — 8, 067 tgù — — — — — 
@f 0°0’ | 2015! 4°30'| 6°45 900’ 


Schicht (1) 


a 
1) 
e$ — e 
@o 
® = 09 — [64° — Of] 


& | cotg Of — 2,975.tgi ” ais = ne Ge 3% _ co 
= | cotg @$ — 2,182.tgi = = Es nr 4 see Sn : 
_ 8 op CICR D = - 2 en 
à of ol il CP tint 
un 

pe E A PR ES 


œ1 
Os = © — [OP — 


ep] 


cotg 99) — 0,999. tg 
8: 


für ©, in Grad 
A4 , Kn. 
oo] = CA + Korr. 


Korrek- 
turen bei 
festgeh. +, 


Es wurde bei den 


| I. Vorläufern bis zu 4 — 5,4 Megametern C® — 2,976, 
IL. A ue liate 6,3 , CŸ.== 1109 
angenommen. In Fig. 1b sieht man, daf von 4 — 5400 resp. 
6300 km die Werte des Kotangentenproduktes sehr plôtzlich fallen, 
was einen physikalischen Grund erwarten läBt. Jetzt 
erfolgt die Durchrechnung des Grenzstrahles jedes Vorläufers, um 
die Dicke der Schicht (2) zu finden (Tabelle 10). 
Dazu dienen die Gleichungen 
cosi|®.r, æ _  sinof®.r, 
cos (Je +w [®) ;, eo = cos (| +o|) 
r, = P("—0|". 


(4) es 
g283) ? 7 
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der I. Vorläufer. 


2. Grenz 
4,5 5 strahl 
4 


Cal 


0,3847 


b | 0,8864 | 0,8088 | 0,7397 | 0,6921 0,6227 
e | 0,6546 | 0,5769 | 0,5138 | 0,4730 0,4168 
d| 1,9148 | 1,3753 | 1,0992 | 0,9589 0,7958 
È 3,142 |2,769 |2,466 || 2,270 2,001 
f15,873 |4,218 |3,371 |2,941 2,441 
8 17°40/|19°51/| 2905 |23046' 26034! 
h| 9°40'|13020/ | 16°31/ | 18047’ 29017 


il 820’ | 6°31/| 5°34/| 4°59/ 4917’ 
k| 18°0’ |20°15’ | 22°30/| 24018 409 80’ 
1|10°0’ |13°44'| 16° 56/|19°19" 36013 


0,8997 
2,061 


0,7848 


0,5477 - 0,4570 || 0,4276 
| 1,266 


2,832 

25,27 

19027" 
2016 


; 2,368 
10,06 |6,246 | 4,495 
20067 |21017! | 22054 
12033 


1,925 
2,761 
27097! 
190 55’ 


7032 
45056 
380 24’ 


1721102101 10°21' 
2209’ |26°41' | 31°26' | 36013’ 
4° 51! 25° 52’ 


1,583 
32°17' 


1,265 
38° 20’ 


1,019 
4428 


0,8297 


11,573 
50° 19 


4956 


2,059 
260 54! 


12°15/| 19°16 


4,608 | 2,861 


+1 
+4 
36° 1’ 


+ 9’ #s| Say 
+7 11, —15 


—4 
40° 82 des |49 26’ 


58° 29 


DEL 
6423 


+19! —4 
as! |81°29/ 


Daran schlieBt sich die Berechnung des Kotangentenproduktes 
C®, d. i. die Konstante in der Grenzfläche 2, insofern sie zur 
Schicht (2) gehürt (Tabelle 10); dazu dient die Gleichung 


(I, 284) C® = 1+(0C9—1).sinif?. L 
Tabelle 10 ergibt, da8 die Gesamtdicke der Schichten (1) und (2) 
bei den ” 

I. Vorläufern 1519 km und C® — 2,182 ist, 
| IT. ; 14 ee Cise01,101;,: 


Jetzt erfolgt die allgemeine Strahlenberechnung durch die 
Schicht (2) (siehe Tabellen 7 und 8, zweitoberster Abschnitt) an 


Kgl. Ges. d. Wiss, Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1909. Hoft 4. 30 
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8. Strahlberechnung 


2,5 | 3 3,5 4 | 
Sin 000 | 00807 0,9354 | 0,8693 | 0,7960 | 0,7233 | 0,6554 | 0,5941 | 0,5398 . 
sin U — — — = é— 2, =, F— Se 
t8 Co co |5,306 12,645 |1,7587 | 1,3151 | 1,0475 | 0,8678 | 0,7386 | 0,6418 |c 
AR tgù — _ = = _ — = _ nd 
Z | cotg OM = 4,800.tgi, | oo |25,469 12,696 | 8,442 6,312 |5,028 |4,165 |3,545 13,078 le 
= cotg OÙ — 2,404.tg:, = = Æ Ne = 2 = = nt LÉ 
3 05° 000’ | 215! 4030/| 6045] 900! | 11°15/| 30°30/| 15°45/ 18°0/ |g 
Ds) | co "+ La) a. A à is re: ru nie 
9 — (CH — ces hrs Le ee à à ps: aa _— i 
© 000’ | 2015’! 4030’) 6045) 900’ | 11° 15’) 18° 30/| 15° 45/1800 |k 
0, — @9 — [Of — EM] NE Es De. = Us 3: ee. 25 Le 1 
RS OR RE ne 
.… de Su D en nn ES à Er 
& | cotg OÙ — 1,159.tga, = _ _— | = Le = _ — (lo 
E cotg OÙ — 1,151.tg% == —_ 2 == _ & = == =. 
So 9? ns 4 hs A  æ "4 se 2 q 
£ e$ — ss ee 2 HE La 4 — — 1 
u2 
E2 — 0 =. e3 = Æ: — — | — |S 
©: — — és _ = = = = _— t 
a = &— [0 —@?] | — | — | — Rd eat D | 4 $ 
Re ten LonDtene MO (ARS) PRES) RON AIN EMNERES lle v 
5 CA 2h; PS ISGR ESS DESRÉS LCR RENE NN RE PAR 
8 à für &, in Grad Lo + o | LAN Lo | +0) +v| +0’| +0’ |x 
ÈS » A4 » Km. ON MIO NE ONE RON SHOT ON RS EOSR SE OR RON ES 
SEz| [ol = &+Kor. | 00 | 2515’| 4530 6°45| 900’ | 11915) 18° 80/| 15° 45/1850’ ( 
+ us 


Hand der Gleichungen 


(I, 285) sini, — 


= 0 iei: con CO toi, 


o, = 0, [007] 


(2) 
(Aus I, 286) IE % 


Als Resultate dieser Rechnung erhalten wir die Werte für sini, 
und für w,, also die Rechnungselemente in der Grenzfläche 2. 


Schicht (3). In ganz derselben Weiïse erfolgt die Rechnung 


in der Schicht (3). Tabelle 11 gibt die Kotangentenprodukte der 
Schicht (3). Man sieht, daf in beiden Vorläufern bis zu 4 = 13000 km 


Über Erdbebenwellen. 413 
der II. Vorläufer. 


5,5 6 7 8 9 10 11 12 13 
| 48 6,3 

a | 0,4916 | 0,4657 | 0,4658 | 0,4624 | 0,4571 | 0,4527 | 0,4455 | 0,4289 | 0,4082 | 0,3830 | 0,3545 | 0,3220 | 0,2875 
b| — 1|1,0000 |0,9991 | 0,9929 | 0,9815 || 0,9721 | 0,9566 | 0,9210 | 0,8765 | 0,8224 | 0,7612 | 0,6914 | 0,6174 
.e | 0,5645 || 0,5263 | 0,5257 | 0,5215 | 0,5139 | 0,5077 | 0,4976 | 0,4748 | 0,4471 | 0,4146 | 0,3791 | 0,3401 | 0,3002 
dl — | co |23,53 |8,3845 |5,125 |4,144 |3,284 |2365 |1,821 |1,446 |1,174 |0,9570 | 0,7849 

e[2,710 |2,526 |2,523 |2,508 |2,467 |2,437 |2,388 |2,279 |2,146 |1,990 11,820 |1,632 | 1,441 

fl — | co |56,57 |20,06 |12.32 |9,962 | 7,895 |5,685 |4,378 |3,476 |2,822 |2301 | 1,887 
g |20°15/|21036/| 21037’ |21047/| 2204’ | 220 19’ | 29048! | 980 4]! | 240 59/| 960 41/ | 28047! | 310 80/ | 340 46’ 
h _— 020! 10247 2051/| 4038/| 5044/| 7013/| 9059/|120592/| 1608’ | 19031’ | 23029 | 27055! 
i _— 21936’ || 200 36! ! 18956’ | 172°26/| 16035/|15030/'13042/| 1207’ |10038/| 9016/| 801’ 6051! 
k | 20° 15/| 219 36/| 22080! | 24045/|2700/ | 28021/|31080/| 3600’ | 40030’ | 4500’ | 49030! | 5400’ | 58030! 
1 _ 0°0’ 1°54'| 5949/| 9084/|110 sg] 16 0’ |22018/ | 28093/ | 34099/ | 400 14’ | 450 59/| 510 39/ 
nm) Æ La. z e — |1,0000 | 0,9841 | 0,9474 | 0,9017 | 0,8460 | 0,7830 | 0,7112 | 0,6351 
4 Es 53 43 — | oo !5,538 12,960 12,085 |1,587 |1,259 |1,012 |0/8220 
ol — | oo |a27 [9,672 |5,940 |4,805 |3,806 |a,7a1 |2,111 |1,676 |1,361 |1,109 |0,2097 
p = _ 2— œ 6,374 13,407 12,400 |1,827 |1,449 |1,165 0,9461 
q _— 20 6’ 5° 54'| 9088] 11046/| 140 43’ | 2008’ | 25021/| 30049’ | 860 18/| 4909! | 47049" 
T nn — _ 00 0’ 8055’ | 16021! | 22037’ | 28041’ | 34037/ | 400 39’ | 46035’ 

_ — — _ 11°46'| 5°48!| 3049'| 9044/| 908/ 1°41/| 1093/| 107’ 
1954’| 5949/| 9034/|11046/| 1600’ | 220 18/ | 280 298’ | 84099’ | 40014’ | 45059! | 51039! 
# — | — | — | oo }1or12/18036)25089) 32014 38 83') 240 36] 50082 
s|' + _ = se — | oo |5,544 |2,963 |2,087 |1,589 |1.260 |1,013 |0,8228 
mt — À À | — | — | oo | 100131 180 39/! 250 36’) 320 111) 380 26! 440 38/| 500 33’ 

x| +0’ l+0 + 12 +5| 1" honheta dessin = lee) er 

PR OU RU LIS 4 JO) La Till — 11) —11} 261 LR 
z |20515|215 36/| 220 42 24050/| 26° 59/| 285 21’ | 310 st 3603 | 40027! 44057/| 49093/| 5409 | 580 81 


keine merkliche Variation des Kotangentenproduktes mehr auftritt 
und daf es merklich = 1 ist; wir nehmen deshalb an, daf (3) ein 
Erdkern ist, in dem alle Strahlen gradlinig verlaufen. Damit soll 
aber durchaus nicht gesagt sein, daB (3) sich bis zum Erdmittel- 
punkt erstrecke, im Gregenteil hat schon Zoeppritz bemerkt, daf 
neuere ganz ferne Beben darauf hindeuten, daf in noch grôBerer 
Tiefe wieder eine Anderung der Strahlenkrümmung eintritt. Darüber 
soll jedoch in einer späteren Mitteilang ausfübrlich berichtet werden. 
In Tabelle 11 fällt auf, daf je der erste Wert der Kotangenten- 
produkte stark von den übrigen abweïcht. 1, ist hierbei so grob, 
daf tangi, recht unsicher ausfällt. Dieser erste Wert ist deshalb 
bei der Mittelbildung jeweilen aufer Rechnung geblieben. Der 


0. 30 * 
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10. Grenzstrahl und Kotangentenprodukt für Grenzfläche 2. 


ï ; I. IL. 
Längenmafe in km Vorläufer | Vorläufer 
4 ; 5400 | 6300 
sini|@ 0,6921 | 0,9721 
io 430 48! | 76°26/ 0" 
© |® 19° 19’ | 11°46/0” 
i[® + o|® 630 7! | 88012’0" 
sin & | ® 0,3308 0,203927 
cosi| 0,7218 | 0,234577 
cos (i| {2 + w|{) 0,4522 | 0,0314108 
” 5607 5051 
71 12399 | 160805 


cos(i|i? + © 1%) 


sino|®.r 
aies 1-71 
el cos (Pa) 4102 | 32792 
 — __ Cosi|f.r 
Use cos (| ® + o| ®) 8950 37721 
Tr PID — 0|® 1848 Ps 
Llerteer 1519 | 1438 
2,975 1,159 
FE 
Ca 0,8646 | 0,9758 
1 
sini|®. 7 0,5984 0,9486 
Ti 
CP = 1+(0C—1).sini|®. _ 2,182 1,151 
1 | 


11. Kotangentenprodukte der Schicht (3). 


I. Vorläufer. II. Vorläufer. 


a 
A : : A ; < 
Megan, cotg | tg |cotgs. cotg © Mu cotg | tgty |cotgi. Cotg © 
6 |11,785 | 11,585 (1,017) 5,567 | 5,541 (1,004) 
7 4,599 | 4,613 0,997 2,971 | 2,960 1,004 
8 2,864 | 2,864 1,000 9 2,083 | 2,085 0,999 
9 2,062 | 2,061 1,000 10 1,686 | 1,587 0,999 
10 1,586 | 1,585 1,001 11 1,255 | 1,259 0,997 
11 1,262 | 1,266 0,997 12 1,014 | 1,012 1,002 
12 1,021 | 1,020 13 0,8234 | 0,8220 1,002 


0,8292| 0,8305 
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Rechnung der Schicht (3) legen wir für die 


1. Vorläufer C® — 0,999 
IL. ç4 C® = 1001 
und die Gleichung 

cotg0® — C9. tri, 


zu Grund (siehe Tabellen 7 und 8, drittoberster Abschnitt). 
Damit ist die allgemeine Strahlenberechnang zu Ende geführt. 


$ 85. Fehler und Fehlerkritik. 


Im vorigen Paragraphen haben wir den Beobachtungen dadurch 
einen gewissen Zwang angetan, daf wir nur drei Erdschichten 
angenommen haben. Wir muBten deshalb innerhalb jeder dieser 
Schichten die etwas schwankenden Kotangentenprodukte durch 
einen Mittelwert ersetzen. In der weiteren Rechnung wurde dann 
tgi,, tgi,, tgi, genau den Beobachtungen entsprechend eingeführt. 
Dies hatte zur notwendigen Folge, da für die Strahlen, deren 
Scheitel in Schicht (1), (2), (3) liegt, die Werte von den Werten 
©, ®,, &, etwas abweichen. 

Der unterste Abschnitt der Tabellen 7 und 8 enthält deshalb 
die Korrekturen, die an den w-Werten anzubringen sind, um sie 
mit der allgemeinen Strahlberechnung in Einklang zu bringen. 
Man erhält diese Korrekturen für alle Strahlen, deren Scheitel 


in Schicht (1) liegt, in der Grôfe 065 —0w,, 
»” (2) e) ) ” 0 — @,, 


1 
» » (3) ” » » 07 — &,. 


Diese Korrekturen sind eigentlich an &,, w,, resp. ©, anzubringen, 
aber aus der Natur von « folgt ja, da wir in allen drei Fällen 
direkt die Oberflächenwerte w, korrigieren dürfen, ohne daf eine 
nochmalige allgemeine Strahlberechnung nôtig wird. 

In der Kurve, die den Sinus des Einfallswinkels à, als Funktion 
der Herddistanz Z gibt, werden also nur die Abscissen 7, aber 
nicht die Ordinaten sin, korrigiert. Die drittletzte Zeiïle der 
Tabellen 7 und 8 gibt die Korrekturen in Winkelmaf, die zweit- 
letzte Zeile in Kilometern, die letzte Zeile gibt als [o,] die korri- 
gierten ow,-Werte; man sieht, daB die grôfte Korrektur an 4 
45 km beträgt. Wenn man bedenkt, wie die grundlegenden Werte 
für sin, gewonnen sind (vergl. I, $ 18 nnd III, $ 32), so erkennt man, 
daB die Korrekturen nichts anderes aussagen, als daB die metho- 
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dischen Fehler, die dadurch entstehen, daB wir nur drei statt un- 
endlich vieler Schichten annehmen, die Beobachtungsfehler nirgends 
übersteigen; es ist deshalb überflüssig, durch Integration der korri- 
gierten sin, Z-Kurve eine neue Laufzeitkurve zu ermitteln, die 
der Rechnung genau entspricht. - . | 


8 36. Allgemeine Berechnung der Scheiteltiefe. 
Weg der Strahlen. Radius des Erdkerns. 


Im Anschluf an die allgemeine Strahlberechnung wollen wir 
für alle Strahlen die Scheiteltiefe T' berechnen. Nach (I, 220) ist 
18 1 sd. ad 

(I, 220) pr = sini,:sin?,. 


Für alle Strahlen, deren Scheitel in Schicht (1) liegen, ist also 


1 . = 4 1 :sini|® 
e® el” — SIn?,:Sin?|,, 
oder 
«@) APT hé 
el en 
sin ?, ‘ 
oder wenn man 
e|®.sini[® = a 
setzt:: 
(1) 
op — a 
sini, 
Nun ist aber 
*(1) . (1) 
cos .r sin0® ,r 
(I, 278) PP = Fa a und rie = A a ' 
cos (49 +00) cos (19° +00?) 
sodaf 
(1) 
p® — COS 5 _« 
sin 00 
ist. 
Dann wird 
r® — PQ" 
und 
TS — Fr. 


Analog ist für alle Strahlen, deren Scheitel in Schicht (2) liegen: 
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(2) 


(+ et : ) En . 
PR 7) WONR a® = o|°.sinmil® ist, 
1 
(2) 
p® _—_ cos tu (2) 
‘æ à ï Q® à Ù 
sin 0\ 
r® — P— 0, 


TO = r,— r®, 


Für die Strahlen, deren Scheitel in Schicht (3) liegen, reduziert 
sich die Rechnung wegen der angenommenen geradlinigen Fort- 
pflanzung der Strahlen auf die Auflüsung eines rechtwinkligen 
Dreiecks : 


T® = T|® +7, (1— cos 6). 


12. Konstanten zur Berechnung von @ und LP. 


Schicht (1) Schicht (2) 


LVort: | IL Vorl. | L. Vorl. u. Vorl. 


e|® in km 2712 | 3598 e|® 4102 | 32792 
sini|O : 0,6178 | 0,4657 sini| ® 0,6921 | 0,9721 
a = @|%.sini|@ | 1675,5 | 1675,5 | a® — o|@.sinil{? | 2839,0 | 31877 


Tabelle 12 gibt die Werte der Konstante a; die Tabellen 13 
und 14 (pag. 418, 419) geben für beide Vorläufer 9, P und 7; Fig. 2 
(pag. 420) gibt eine graphische Darstellung der Scheiteltiefe T als 
Funktion der Herddistanz 4. Sofort springt die Âhnlichkeit dieser 
Kurven mit der sini,, /-Kurve in Teil I, Tafel IIT in die Augen: 
Die Knickstellen liegen bei genau denselben Abszissen und auch der 
ganze Typus ist nahe verwandt. Eine einfache Überlegung gibt 
den inneren Zusammenhang. Nach (I, 210) ist 


r.sini 


(I, 210) EE re const, 
also 
r,-8int, … 1,.8ini, 
v eo Ge 


worin der Index s andeutet, daB diese Werte sich auf Scheitel- 
punkte beziehen. Nun ist aber 

sin, 20), 
also 
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18. Krümmungsradien, Krümmungsmittelpunkte und Scheiteltiefe 
der I. Vorläufer. 


Schicht (1). 


EE 


gen 


TD tro — 


D 


[4] = | : : l'an | pw 
He ! : çost| « 
4 + Korr. | sin cost  (cotg 0) sin 6% sind | sine PQ) r- 70 
km 1 km km km km 
500 + 0 |0,9827| 0,1852 26,469 | 0,03923 |4,721 | 1705 | 8049 | 6344 23 
1000 + 0 |0,9354| 03536 |12,696| 0,07852 |4,503 | 1791 | 8065 | 6274 93 
1500 + O0 |0,8693| 0,4943 8,442 | 0,1176 |4,203 | 1927 | 8099 | 6172 195 
2000 + 0 |0,7960| 0,6053 6,312 | 0,1565 3,868 | 2105 | 8142 | 6037 330 
2500 + O |0,7233| 069053 | 5,028| 0,1951 |3,539 | 2316 | 8196 | 5880 | 487 
3000 + 0 |0,6554| 0,7553 4,165 | 0,2335 3,235 | 2556 | 8269 | 5713 654 
4000 — 11|10,5477| 0,8367 3,142 | 0,3033 2,759 | 3059 | 8440 — 
4500 + O0 |0,4997| 0,8662 2,769 | 0,3397 2,550 | 3353 | 8550 — 
5000 + 15/0,4570| 0,8895 | 2,466| 0,3758 |2,367 | 3666 | 8677 | — 
6000 + 19 0,4260|  0,9047 2,260 | 0,4046 2,236 | 3933 | 8794 — — 
7000 — 4 |0,4179| 0,9085 2,208 | 0,4126 2,202 | 4009 | 8828 — 
8000 + 4 |0,4037| 0,9149 | 2,118] 0,4269 |2,143 | 4150 | 8893 | — = 
9000 + 7 |0,8847| 0,9231 | 2,001| 04470 |2,065| 4355 | 8993 | — = 
10000 + 11/10,3616| 0,9323 | 1,862! 0,4731 |1,971| 4634 | 9134 | — — 
11000 — 15 |0,3356|  0,9420 1,710! 0,5048 1,866 | 4993 | 9317 — — 
12000 + 11110,3053| 0,9523 1,539| 0.5449 1,748 | 5488 | 9593 — — 
13000 — 4 |0,2732] 0,9620 1,363| 0,5915 1,626 | 6133 | 9972 — —. 
Schicht (2). 
: @ — 
[4] = cos i a® p® D = T9 = 
4 + Korr. | Sn cost, |cotg0!{)| sin 6@ (sin 69 . P®- 9%) r,- r® 
km km km km km_ 
4000 — 11/0,8864| o0,4629 | 5,697 | o,1729 |2,677| 3203 | 8574! 5371 | 996 
4500 + 0 |0,8088| 0,5881 4,092 | 0,2374 2,477 | 3510 | 8694| 5184 | 1183 
5000 + 15|10,7397 | 0,6729 3,270 | 0,2924 2,301 | 3838 | 8831| 4993 | 1374 
6000 + 19 |0,6895 | 0,7243 | 2,832! 0,3330 12,175 | 4117 | 8954| — = 
7000 — 4 |0,6764| 0,7365 2,732 | 0,3437 2,143 | 4197 | 8994 — LT 
8000 + 4 10,6534| 0,7570 | 2,568 | 0,5629 12,086 | 4345 | 9064| — = 
9000 + 7 |0,6227| 0,7825 2,368 | 0,8890 2,012 | 4559 | 9173 — 
10000 + 1110,5853| 0,8108 2,148 | 0,4221 1,921 | 4851 | 9319 — — 
11000 — 15/10,5432| 0,8396 | 1,925! 0,4610 | 1,821 | 5226 | 9517 . 
12000 + 11|10,4942| 0,8694 1,691 | 0,5090 1,708 | 5745 | 9812 — — 
13000 — 4 |0,4422 | 0,8969 1,467 | 0,5633 1,592 | 6120 ! 10221 — — 
Schicht (3), (Kern). 
| 
[4] = aiT® = T|® 
4 + Korr. cotg 6 cos 06 1—cos0® |? (1 — cos 65?) Lr, (1-cos8$) 
km km km 
6000 + 19 11,573 0,9963 0,0037 18 1537 
7000 — 4 4,608 0,9773 0,0227 110 1629 
8000 + 4 2,861 0,9440 0,0560 271 1790 
9000 + 7 2,059 0,8995 0,1005 487 2006 
10000 — 11 1,583 0,8454 0,1546 750 2269 
11000 — 15 1,265 0,7845 0,2155 1045 2564 
12000 — 11 1,019 0,7138 0,2862 1387 2906 
13000 — 4 0,8297 0,6385 0,3615 1753 3272 
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14. Krümmungsradien, Krümmungsmittelpunkte und Scheiteltiefe 
der II. Vorläufer. 


Schicht (1). 


HE) 


DE 


[A4 —= k fé rÜ = |TH — 
me : ol sing [05% a po 
4 + Korr. | Sin cost |cotg6$| sin 04 sin 00) sind, PG) QU] rt) 
km km | km | km | km 
300 + O0 |0,9827| 0,1852 |25,469| 0,03928 |4,721 | 1705 | 8049 | 6344 23 
1000 + O0 |0,9354| 0,3536 |12,696| 0,07852 |4,503 | 1791 | 8065 | 6274 98 
1500 + O |0,8693| 0,4943 8,442! 0,1176 |4,203 | 1927 | 8099 | 6172 195 
2000 + O0 |0,7960| 0,6053 6,312| 0,1565 |3,868| 2105 | 8142 | 6037 830 
2500 + O0 |0,7233| 0,6905 5,028 | 0,1951 |3,539| 2316 | 8196 | 5880 487 
3000 + 0 |0,6554| 0,7553 4,165 | 0,2335 |3,235 | 2556 | 8269 | 5713 654 
3500 + O0 |0,5941| 0,8044 3,575 | 0,2715 2,963 | 2820 | 8356 | 5536 831 
4000 + 0 |0,5398| 0,8418 3,078 | 0,3090 2,724| 3104 | 8455 | 5351 | 1016 
4500 + O0 |0,4916| 0,8708 2,710 | 0,3462 2,515 | 3408 | 8571 | 5163 | 1204 
5000 + 45|0,4653|  0,8852 2,523 | 0,3685 |2,402 | 3601 | 8650 — — 
5500 + 18|0,4624| 0,8867 2,503 | 0,3711 |2,389 | 3623 | 8655 — — 
6000 — 4 |0,4571| 0,8894 2,467| 0,3757 |2,867 | 3665 | 8675 — — 
7000 + 4 |0,4455|  0,8953 2,888 | 0,3863 |2,318 | 3761 | 8718 — — 
8000 + 11/0,4289| 0,9034 | 2,279| 0,4018 |2,248 | 3907 | 8783 | — = 
9000 — 1110,4082| 0,9129 2,146! 0,4224 2,161 | 4105 | 8871 — === 
10000 — 11|10,3830| 0,9238 1,990! 0,4490 2,057 | 4375 | 8999 — — 
11000 — 26 | 0,3545 | 0,9351 1,820 | 0,4816 1,942 | 4726 | 9178 — | _ 
12000 + 7 |0,3220| 0,9467 1,632| 0,5225 |1,812 | 5203 | 9428 — — 
13000 + 4 |0,2875| 0,9578 1,441 | 0,5701 1,680 | 5828 | 9791 — | _ 
Schicht (2). 
RE | HER 
Es à sc ; ml ares |cosùl a | p® RE 
A + Korr. | sn cost  |cotg 6@| sin 66 sn qe) sn PO 9%] r-r® 
km km km km km 
5000 + 45 | 0,9991 | 0,0424569 127,27 |0,0366437 | 1,159 | 31814 | 36861| 5047 | 1320 
5500 + 18 | 0,9929 | 0,118982 | 9,672 |0,102841 | 1,157 | 31985 | 37005 | 5020 | 1347 
6000 — 4 |10,9815 | 0,191475 | 5,940 |0,166013 | 1,153 | 32405 | 37375| 4970 | 1397 
7000 + 7 |0,9566 | 0,2914 3,806 |0,2541 1,147 | 33323 | 38221 — — 
8000 + 11 ||0,9210 | 0,3896 2,741 |0,3427 1,137 | 34611 | 39353| — — 
9000 — 11 ||0,8765 | 0,4814 2,111 |0,4281 1,125 | 36368 | 40914 — = 
10000 — 11 || 0,8224 | 0,5689 1,676 |0,5124 |1,110 | 38761 |43025| — _ 
11000 — 26 | 0,7612 | 0,6485 1,361 |0,5921 1,095 | 41877 | 45855 — = 
12000 + 7 |0,6914 | 0,7225 1,109 | 0,6697 1,079 | 46105 | 49747 — — 
13000 + 4 |0,6174 | 0,7867 0,9097| 0,7397 1,064 | 51631 | 54935| — _ 
Schicht (3), (Kern). 
[a] = og = T1 
4 + Korr. cotg 05 cos 0” 1— cos gg |? (1 — cos 457) +4 (1-cos 0%) 
km km km 
7000 + 4 5,544 0,9841 0,0159 78 1516 
8000 + 11 2,963 0,9475 0,0525 259 1697 
9000 — 11 2,087 0,9018 0,0982 484 1922 
10000 — 11 1,589 0,8464 0,1536 757 2195 
11000 — 26 1,260 0,7833 0,2167 1068 2506 
12000 + 7 1,013 0,7117 0,2883 1421 2859 
0,8228 0,6354 0,3646 1797 3235 
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Herdadstanz À in Megametern —> 
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Figur 2: Scheiteltiefe als Funktion der Herddistanz. 
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In Schicht (3), wo ü — const ist, geht die Gleichung über in 
r — const. sin i,, 


d.h. von den Knickstellen bei 4 — 4800 resp. 5400 km an ist r 
proportional sint,. Näher der Erdoberfläche zu ist die Beziehung 
nicht so ganz einfach, weil sich b ändert. Sogar der schwache 
Knick in den II. Vorläufern bei 4 — 6300 km kommt noch deutlich 
zum Ausdruck. Man darf also wohl annehmen, daB die Methode 
die grundlegenden sini,- Werte nicht verwischt, sondern bis ins 
Einzelne verarbeitet. 

Fig. 3 (pag. 422) gibt zeichnerisch den Verlauf der Vorläufer, und 
zwar unten für die I, oben für die IL Vorläufer. Die Grenz- 
schicht r, ist gestrichelt gezeichnet, ebenso die Grenzstrahlen. 
Die linksliegenden hôrnerfôrmigen Kurven sind die geometrischen 
Orter der Krümmungsmittelpunkte der Strahlstücke in Schicht (1) 
und (2) für die I., in Schicht (1) für die II. Vorläufer. Die Kurve 
für Schicht (2) für die IL. Vorläufer konnte nicht mitgezeichnet 
werden, weil sie viel zu weit von der Erde entfernt liegt. 
Man sieht, daf aus beiden Vorläufern ein Kern resultiert, dessen 
Radius nur um 1!}°/o differiert. Sehr bemerkenswerter Weise 
differieren die Wege der beiden Vorläufer bei gegebenem 7 auch 
nur um ganz minimale Beträge, was eben darauf hindeutet, daf 
die Geschwindigkeiten a und b beider Vorläufer proportional mit- 
einander vartüeren. Man sieht ferner, daf im Gebiete der Kern- 
oberfiäche sich die Strahlen auferordentlich dicht zusammen- 
drängen, s0 liegen z. B. bei den II. Vorläufern die Scheitel der 
Strahlen für Z — 5000 und 7000 km nur um 196 km auseinander. 


8 87. Berechnung der Geschwindigkeit 
als Funktion der Tiefe. 


Wir sind jetzt im Stande, die Geschwindigkeit b in jeder be- 
liebigen Tiefe auszuwerten. Nach (I, $ 24) ist 


De LR), 
worin 
AL? _ P' . ° 


und 
Lo) 


1 = 
MAI 7: 


f® = el or, resp. f® — ol” 


a rh 
.sini|s 
ist. 
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0 
6367 


I. Vorläufer 


I. Vorläufer 


Figur 3: Weg der Vorläufer im Erdinnern. 
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15. Konstanten für die Geschwindigkeitsberechnung. 


Schicht (1) Schicht (2) | 
L'erkbe lus I IL. 


Î I. ; 
Vorläufer | Vorläufer Vorläufer | Vorläufer 
te) 21067 6,921 7,481 (PlARS107 8,010 14,233 
{e [2,107 0,735 1,295 (e| ®)?.1077 1,683 10,751 
D)? 107 — RA}201077%— k 
ep Qyaor | 6186 | és À DS) Res ios | G827 | 3,48 
: SSSR CEE 3,362 .1077| 1,879. 1077 [© = RAI 8,213 10—'| 2,1211.1078 
LL  2.e[% sniper" ot 2 2.o[%.sini[@r, |" 4 ; 
(8) 
(Rey 20,80 11,62 = -(R®} 20,33 7,39 


Tabelle 15 gibt die Werte der zur Rechnung nôtigen Kon- 
stanten, Tabelle 16 die Berechnung der Geschwindigkeit a und b 


16. Geschwindigkeit a und 6 der I. und II. Vorläufer 
als Funktion der Tiefe T. 


I. Vorl. | IL. Vorl.| I. Vorl. | II. Vorl. 


bd 
© 
[Al 
be 
RAR EASE 


et 
© © 
a 
1 D 


| 


der I. und IL. Vorläufer; Fig. 4 (pag. 424) gibt graphisch den Ver- 
lauf von a und b als Funktion der Tiefe 7. Man sieht, da8 die 
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Geschwindigkeit bis zum Kern fast genau lineär wächst und dann 
plôtzlich aber ohne Sprung konstant wird. Sobald es môglich 
sein wird, die Lücke in der Laufzeitkurve zwischen 5*4 und 7/2 
Megametern Herddistanz durch gute Beobachtungen auszufüllen, 
so wird sich auch zeigen, ob das Fehlen des Sprunges nur de 
mangelhaften Beobachtungen beruht, oder reell ist. 

A DE AMIE) 


HT HE 

HE d - 
Pa en PCIe 
DAARRIRNERNENNENE 
ARR. 
DAT Het 


Figur 4: Geschwindigkeit a und b als Funktion der Tiefe. 
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$ 38 Laufzeit längs eines Erddurchmessers. 
(Von E. Wiechert und L. Geiger.) 
Die Laufzeit für den Durchgang durch die Erde längs eines 


Durchmessers berechnet sich folgendermaBen: 
In einer Schicht konstanter Strahlkrümmung von der Art a) ist 


(I, 229) = LR»), 


worin b die Geschwindigkeit im Abstand r vom Erdmittelpunkt, 
f und R Konstanten sind. Es folgt, daf das Element des Durch- 
messers dr in dem Zeiïlenelement 
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Arras 
D 
= 2dr 
RUREEr) 
dr 1 1 
TE (ttes) 
= F - dlognat tr 


durchlaufen wird. Für den Durchgang durch die ganze Schicht 
ergibt sich daher 


T, = JaT 
1 Ly (Fe. Ras), 
ENFR PRO UREN Rir 


woboi T, die Durchgangszeit, r, den äuBern, r, den innern Erd- 
radius bedeutet. Für die numerische Berechnang wird man gut 
tun, zu beachten, daB aus der schon zitierten Gleichung (I, 229) 
und der Gleichung 
2 2 

(I, 234) is 
folgt: 

R+r __ VC+1+VC-1 


R=r  VC+r1—VC-1 


und 
15 aebr RTE) 
FR = v VO-1? 
. darin ist C das Kotangentenprodukt. 

Beim Uebergang von einer Schicht der hier angenommenen 
Art mit den Konstanten f”, R in eine zweite der gleichen Art 
mit den Konstanten f*, R® ist, wenn vb keinen Sprung erleidet, 
nach der zuletzt geschriebenen Gleichung 


j PL VPAY LUE D de 
FOR + FORT C1 


Im Falle einer Schicht von der Art b) gilt 
(I, 245 a) o= L (PR) 


Hier ergeben sich die Formeln 
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Lubul Ta—R +R 
AIT Front (Te et 


FRE DONC ET 
Im Fall einer Schicht von der Art c) gilt 


G, 245t) o= LG+R). 


Hier ergeben sich die Formeln 


Weil beim Durchgang der Erdbebenwellen durch die ganze Erde 
jede Schicht 2 mal durchlaufen werden mu$, ist für die Laufzeit 
bis zum Gegenpunkt zu setzen: 


T = 2TPHITO+ITO +... 


Für die wirkliche Rechnung haben Wiechert und Zoeppritz 
zunächst angenommen, daB der Steinmantel durch 2 Schichten von 
der Art a) aufgeteilt werden darf, zwischen denen die Geschwin- 
digkeit b keinen Sprung erleidet und daf auch beim Uebergang 
der Wellen vom Steinmantel in den Kern die Geschwindigkeit 
sich nicht plôtzlich ändert und daB im Innern des Kernes in den 
Tiefen, die der Beobachtung zugänglich sind, die Geschwindigkeit 
konstant ist. Die letztere Annahme ist jetzt nicht mehr zutreffend 
(I, S. 94, Anmerkung). Wenn wir sie vorläufig der Rechnung doch 
noch zu Grunde legen, s0.folgt 


T= TT. 
Dabei bezieht sich T{? auf die äufBere, T auf die innere Schicht 
des Steinmantels, r ist der Radius des Kernes, v die Geschwin- 
digkeit in ihm. — 

Die beiden Schichten des Steinmantels gehôren dem Fall a) 
an, sodaf die am Anfang dieses Paragraphen gegebenen Formeln 
zu benützen sind. 

Weil die Konstanten f‘”, R® und f*, R°® obne weiteres aus 
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17. Berechnung der Laufzeit längs eines Erddurchmessers. 
Schicht (1) Schicht (2) 
| I Vorläufer | II. Vorläufer I. Vorläufer | II. Vorläufer 


fa 6,724.10-7 | 8,958.10-7 f® 6,426.10-7 | 4,242.10 

Ru» 6186.10 6186.10 R@*,10-7 | 6327.10 3482.10‘ 
lg (R«) 7,79141 7,79141 lg (R®} 7,80120 7,54183 
lg R® 3,89571 3,89571 Îg R« 3,90060 3,77092 


6,10429—10| 6,10429—10] +.1gR® 6,09940—10| 6,22908—10 
9,17237—3 | 9,40252—3 | #.1gft® 9,19206—3 | 9,37243—3 


2,27666 9,50681 2,29146 2,60151 


1 1 
8 f®R® 


7865 7865 R® km 7954 5901 
6367 6367 5607 5051 
5607 5051 4848 4929 


RO +r, 14232 14282 RO +7, 13561 
RO 7, 1498 1498 R® 7, 2347 
RO tr, 13472 12916 R® +7, 12802 
R® 7, 2958 2814 RO —r, 3106 


g(R®+r.)| 415327 4,15327 Ig(R®+7r,)| 4,13229 
ë. ne (R® — r)| 6,82449—10| 6,82449—10/e.1g(R®— r.) 6,62949— 10 
s.IZ(R® +r) | 5,87057—10| 65,88887—10le.lg(R®+r)| 5,89272— 10 
lg RD —r,) | 3,35372 3,44932 Ig(R® — r;)| 3,49220 
1g Mod. 0,36222 0,386222 lg Mod. 0,36222 0,36222 


Ignat( ) 0,56427 9,67817 lgnat( ) | 0,50892 0,42533 


Ig(gnat( ))| 0,75149—1 | 0,83134—1 |Ig(Ignat( ))| 0,70665—1 | 0,62873—1 
1 
lg F0 R© 2,27666 2,50681 lg fPRS 2,29146 2,60151 


lg T{? 2,02815 2,33815 lg T® 1,99811 2,23024 
TY 106,7 217,9 Ta 99,6 169,9 


I. Vorläufer | II. Vorläufer 


2T{ 213,4 435,8 

QT 199,2 339,8 
(9) 

ce 758,7 1434,9 


T in Sec. 1171,8 2910,6 | 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1909. Heft 4. 31 
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Tabelle 15 des vorigen Paragraphen folgen, ist hier die numerische 
Rechnung (Tabelle 17, pag. 427) nach den Gleichungen 

1 R+r, R-r, 
FR opat(T= r, He) 
D STOHOTEET 


ausgeführt. Als Laufzeit längs eines Erddurchmessers erhalten 
wir also bei den I. Vorlaufern 1171, bei den II. Vorläufern 2210 
Sekunden. — 


à 


$ 39 Berechnung der Poissonschen Konstante w 
= als Funktion der Tiefe. 

Jede Substanz wird in ihren elastischen Eigenschaften durch 
ihre Elastizitätskonstanten charakterisiert; wenn wir aufer den 
Geschwindigkeiten a und b auch noch die Dichte kennen würden, 
so künnten wir diese Elastizitätskonstanten berechnen. Weil uns 
aber die Dichte unbekannt ist, künnen wir wenigstens die Poissonsche 
Konstante u als Funktion der Tiefe T berechnen, die allein schon 
wichtige Schlüsse über die Natur der Substanz zu ziehen ge- 
stattet. Es ist nämlich 


HR (=. 

CTATLE 
; de (a° — 2b°) 
18. Wert der Poissonschen Konstante u — 26) 


p? | 262 la?—62|2(a—6la—26| ‘y 

0! 7,17 | 4,01 | 51,409 | 16,080 | 32,160! 37,33 | 74,66 | 19,25 | 0,2578 
100 | 7,59 | 4,24 | 57,608 | 17,978 | 35,956 | 39,63 | 79,26 | 21,65 | 0,2732 
200 | 8,01 | 4,48 | 64,160 | 20,070 | 40,140 | 44,09 | 88,18 | 24,02 | 0,2724 
300 | 842 | 4/71 | 70,896 | 22184 | 44368 | 48:71 | 9749 | 2653 | 02793 
400 | 8,83 | 4,93 | 77,969 | 24,305 | 48,610 | 53,66 | 107,32 | 29,36 | 0,2736 
500 | 9,22 | 5,16 | 85,008 | 26,626 | 53,252! 58,38 | 116,76 | 31,76 | 0,2720 
600 | 9,62 | 5,37 | 92,544 | 28,837 | 57,674| 63,71 | 127,42 | 34,87 | 0,2737 
700 | 10,00 | 5,59 | 100,000 | 31,248 | 62,496 | 68,75 | 137,50 | 37,50 | 0,2727 
800 | 10,37 | 5,80 | 107,537 | 33,640 | 67,280 | 73,90 | 147,80 | 40,26 | 0,2724 
900 | 10,73 | 6,01 | 115,133 | 36,120 | 72,240 | 79,01 | 158,02 | 42,89 | 0,2714 
1000 | 11,07 | 6,21 | 122,545 | 38,564 | 77,128 | 83,98 | 167,96 | 45,42 | 0,2704 
1100! 11,42 | 6,41 | 130,416 | 41,088) 82,176 | 89,33 | 178,66 | 48,24 | 0,2700 
1200 | 11,75 | 6,61 | 138,063 | 43,692 | 87,384| 94,37 | 188,74 | 50,68 | 0,2685 


1300 | 12,08 | 6,80 | 145,926 | 46,240 | 92,480 | 99,69 199,38 53,45 | 0,2681 
1400 | 12,40 | 6,86 | 153,760 | 47,060 |. 94,120 | 106,70 | 213,40 59,64 | 0,2795 


Tabelle 18 gibt diese Rechnung, aus der man sieht, daf w in 
allen Tiefen nur ganz wenig grôBer als ‘/a ist. Von den physi- 
kalischen Konsequenzen über das Material der Erde werden wir 
ausführlich im IV. Teil sprechen. 
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